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LA FONCTIONNELLE g ET QUELQUES PROBLEMES
DES MEILLEURES APPROXIMATIONS
DANS DES ESPACES NORMES

P. M. Miliéié

Résumé. Cetite note est faite de deux parties. Dans la premiére nous allons montrer
comment on peut caractériser un élement de meilleure approximation dans un espace norme
X en utilisant la fonctionnelle g definie par (1). Dans la deuxi®éme partie, en se servant de la
fonctionnelle g, nous definissons trois projections d'un vecteur z € X sur un sous espace Y C X
et nous etudions quelques relations entre ces projections.

0. Soient X un espace normé réel, X* le dual topologique de X et: S{X) :=
{fz e X ||z =1}, UX) :={z € X | |lz]| <1}, J= := {f € X"\ {0} |
F@) = A=l 1A = =}, e = limee g0t (Jlz + toll - ll2]]) (z,y € X;t € R),
Gr ={y€ X |r-(z,y) = 74(z,9)},
(1) 9(z,y) = (1/2))lel|(7-(z,9) + 7+ (z,9))  [6].

Les fonctionnelles 7_, 74 et g existent sur X2, pour tout X. Elles sont les
fonctions réguliérement variables, par rapport au second argument au sens de la
définition suivante:

Définition 1. L’application f : X — R est une fonction regulierement variable
si un p € R existe, tel que pour A > 0, on a limygy.o f(AZ)/f(2) = A,
En outre, nous servons de la notation suivante:

zly (B) <= (MeR)zl<lz+ Y,
rly (9) < g(z,yy=0 [6],

(SC) — pour un espace strictement convexe, (L) — pour un espace lisse, (R) —
pour un espace réflexif, (G) — pour un espace X avec la propriété

(2) gz, y+2)=9(z,y) +9(z,2) (z,y,2€X) [5],
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! Le vecteur z est orthogonal sur le vecteur y au sens de Birkhoff.
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et (A} — pour un espace X avec la propriété
rel@9) - - (2,0) = 200, G2) (5,y € X3 d(y,Ga) = inf ly—1l) 14

L’espace LP, pour p > 1, a la propriété (G) et ’espace cq et I’espace LF (p > 1) ont
la propriété (A). (Voir [5] et [4]).

Dans ce qui suit nous allons appliquer aussi une définition connue et deux
résultats auxiliaires. Soient Y C X, z € X, o € Y. On dit que z, est un élément
de meilleure approximation par rapport & ¥ {ou la projection métrique de  sur Y)

si infyey l}o — y|| = ||z — zo||. Dans ce cas (et seulement dans ce cas) nous écrivons
rp € Py(l‘)
LEMME 1 [5]. Pourz,y€ X et A, p€R on a
(3) g(=, Ay) = (A=, y) = Ag(z,v), (5) lg(e, »)I < ll=llllll,
(4) g(z,2) = |l=II*, (6) 9(=, Az + py) = Mlz||” + ng(2,v).

LEMME 2 [6]. Un espace X est strictement conveze si et seulement si, pour
,y€S(X),omazl(z—y) (g) = z=y

1. Voici tout d’abord un résultat géométrique.

THEOREME 1.1. Soit X un espace avec la propriété (G), Y C X, zo €Y,
t€X\Y,u=(z—z0)/|jc—zol] et H:={h € X |g(u,h)=gu,z)— |z - zol]}.
Alors:

1) H est un hyperplan du support de la boule K[z, ||z — zo|[] au point @ et
z—xz9 L H~z0(g) 2)5i H sépare Y et x alors g € Py(z). 3) Si Y est un
ensemble convere, xg € Py(z) et u est un point lisse de la sphere S{X) alors H
sépare Y et x.

Demonstration. 1) De g(u, z—z0) = ||z — || s’ensuit que g(u, o) = g(u, z)—
[l — zol||. Donc zo € H. Pour h € H, d’aprés le lemme 1, on obtient

g(u,h —zg) = g(u, h) — g(u,z0) = 0.

Cela signifit que £ —z¢ L H ~xzq (g). Cette condition entraine la condition z—z5 L
H — z, {B) [6], et par conséquent, la condition

(VA € R)(¥h € H)l|z - 2ol| < Iz — 20 + A(h — z0)]I.

Pour A = ~1 nous obtenons (Vi € H)||z — zo|| < ||z — A||, c’est-a-dire d(z, H) =
llz — 2o}l 2) Comme H sépare Y et z et comme d(z, H) = |l — 2o|| nous avons

(Vy € Y)g(u,y) < 9(u, z) — |z — 2oll.
Cette inégalité, d’aprés le lemme 1 et la propriété (G), entraine la condition

(Vy e Y)lle — yll 2 9(u, z — ) > [z — 2o]l.
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Cela signifit que zo € Py(z). 3) Comme Y est un ensemble convexe et zg € Py (z),
d’aprés le théoréme 5.1 de [9] il s’ensuit qu'il existe une f € S(X*) telle que
f(z —z0) = |z — zo]| et f(y) < f(xo) pour tout y € Y. Alors I’hyperplan

H :={h € X | f(K') = f(z) - |z ~ =oll}

sépare Y et z (f(Y) < f(zo) = f(2) — llz — =oll, f(z) > f(2) — |lz — zol]) et
zo € H'. Puisque d(z, H') = ||z — zol| (Le théoréme d’Ascoli) et puisque u est un
point lisse de la sphere S(X) il résulte que H' = H. Par conséquence, H sépare ¥
et z.

On montre immédiatement que la remarque 6 et le théoréme 3 de [4] en-
trainent le résultat suivant.

THEOREME 1.2. Sotent Y C X, 2 € X\Y etzo €Y. 1) Sizo € Py(z) et Y
est un ensemble convere alors

(7) (Vy € Y)lg(z — o,y — 20)| £ 2d(y — 20, Go-2,).
2) Sizg € Py{z) et Y est un sous-espace de X alors
(8) (Yy € Y)lg(z — 2o,y — 0)| £ 2d(y ~ 20, Gz—s,)-

3) St X ala propriété (A) alors la condition (7) (respectivement la condition (8))
est suffisante pour que zo € Py (2).

COROLLAIRE 1.1. Soient Y C X, z € X\Y, 2o € Y et soit u =
{z — zo)/llx — zol} un point lisse de la sphere S(X}. 1) St X est un espace avec la
propriété (A) et Y est un ensemble conveze alors

(7 zo € Py(z) <= (Vy€Y)g(z ~ 2o,y — 20) <0.
2) SiY est un sous-espace de X (X est un espace arbitraire) alors

(8) 2o € Py(z) &= z—-2o LY (g).

Démonstration. 1) Comme on a 74 (A, puy) = pre(z,y) pour z,y € X, A >0
et 4 > 0, alors I’égalite

implique (Vy € Y)d(y ~ 20, Gr-z,) = 0. 2) g(z — 20,¥) = 0 = g(x — zg,z —
zo+y) = llz — 2ol < llz - zoll e — 20 + yll = llz -zl <llz -yl yE€ Y-

Si un espace X a la propriété (L) alors la fonctionnelle g{z, y) est un semi-
produit scalaire sur X? dans le cas réel, et dans le cas complexe la fonctionnelle
g(z,y)—ig(z, 1y) est un semi-produit scalaire sur X2. Dans ce cas-la 'orthogonalité
au sens de Birkhoff et la g-orthogonalité sont équivalentes [6, Théoréme 2]). A
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cause de cela les résultats principaux dans [1] sont des conséquences du corollaire
1.1.-Nous citons ces résultats pour le cas réel.

CoroLLAIRE 1.2. (Théoréme 1.2 de [1]). Si X a la propriété (L) et Y est
un sous-espace fermé de X, z € X et zg € Y, alors les affirmations suivanies sont
équivalentes:

1) (32 € X)g(=',Y)=0Az =20+ 2/, 2) zg € Py(z).
Démonstration. g(z',Y)=0Az =20+ = g(z —2',Y) = 0. Done,

d’aprés (8'), 1) => 2). Inversement, d’aprés (8'), 2o € Py(z) = g(z—~20,Y) =
0 et & cause de cela 2 = 2o + 2’ ot g(2/,Y) = 0.

COROLLAIRE 1.3. (Théoreme 1.5 de [1]). Si X a la propriété (L) et f €
X*\ {0}, zo € Kerf et 2 € X \ Ker f, alors les affirmations suivanies sont
équivalentes:

1) (Vg € X)f(y) = g(

3) To € P](erf(;t:).

Démonstration. Ici nous allons nous servir du lemme 3 de [6]: Pour z €
X\{0}et feX*\{0}ona

*) zLKerf <= f(z) = 1]l ll]]

D’aprés 1) nous avons z — zo L Ker f. Comme nous avons aussi f(z — zo) = f(z),

il s’ensuit que 1) == 2). Inversement 2) == z —=zo L Ker f. Alors, pour y € X,

il existent un A € R et un h € Ker f tels qu’on a y = Az — 20) + h. A cause de

cela nous obtenons f(y) = A|fl] llz — zol| et g(-f—%{la:f;l,y) = Af{z). Donc
- T

on a 1). Les équivalences (*) et (8') donnent I’équivalence 2) <= 3).

lle = zoll*

y), 2 f(@)] = 7]l llz - zoll,

2. Si Y est un sous-espace d’un espace préhilbertien X, 2 € X et 29 € Y
alors on a
2o € Py(z) <= 2~z LY < Y Lz—z.

Dans ce cas on dit que le vecteur ¢ est la projection orthogonalle du vecteur
x sur le sous-espace Y.

Etant donné que 'orthogonalité au sens de Birkhoff n’est pas symétrique pour
un espace arbitraire normé, alors, en générale, I’équivalence

z—~20lY (B) & Y Lz -2z (B)

n’est pas correcte. A cause de cela C. Franchetti et Furi [2], définissent I’application
Ry : X — 2Y, pour un sous-espace Y de X, par

2% € Ry(z) <= Y Lz -z"(B).
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Mettant & profit la fonctionnelle g, pour un sous-espace Y on peut définir
deux projections d’un vecteur £ € X sur Y.

Définition 2. Un vecteur 2o € Y est la projection g-orthogonalle du vecteur
£ € XsurYsiz—zxo LY (g). Dans ce cas (et seulement dans ce cas) nous
écrivons g € Pi(z).

Définition 3. Un vecteur z° € Y est la projection g-transversalle du vecteur
¢ € XsurY siY L z—2%(g). Dans ce cas (et seulement dans ce cas) nous
écrivons 20 € RY (z).

Spécialement pour un sous-espace Y = [y1,¥2,...,¥a} C X on peut définir
encore une projection de vecteur £ € X sur Y.

Définition 4. Nous aprellerons le vecteur:

0 (1 ya o - Yn
. -1 Halv,z) g9(yiy) g9(yv,v2) oo 9(¥1,Yn)
9 ==
F(yhyg,,,,,yﬂ) ............................................
9(yn ) 9(n. 1) 9(Un,¥2) - 9(¥UnsYn)
ou
gy, 1) 9y, y2) - 9(¥i,Un)
O B T E L
9(¥n, 1) 9(Un w2) -0 9(Yn,Yn)

la projection de Gram-Schmidt du vecteur z € X sur Y. (On peut démontrer qu’on
al{y,y2,.-- ,¥n) #0 = dimY =n).

Done, pour Y = [y1,¥2,--- ,Ya], 00 ['(y1,¥2,... ,yn) # 0, le vecteur z € X
peut avoir trois projections sur Y: zg, ¥ et &. Les projections zo et Z existent
pour tout z € X,

Comme dans un espace lisseon a z L y (B) <= z L y (g) (le théoréme 2
de [6]) alors dans ce cas, pour tout z € X, P{(z) = Py(z) et R} (z) = Ry(z).

Au cas ot X est un espace préhilbertien (le produit scalaire (-, - ) existe sur
X?) nous avons g(x,y) = (z,y) et par conséquent, nous avons aussi: g = 0=z

L’exemple suivant montre que Dégalité Pf(z) = Py(z) (R} (z) = Ry(z))
n’est pas correcte pour tout espace normé. Soit X = B={z=(z1,22) | 71,22 €
R} et ||z]| = |21} + |z2]. On montre que dans ce cas g(z,y) = ||z||(y1sgnz1 +
yasgney). Soit Y = [y} ot y = (1,1) et z = (0,1). Alors d(y,Y) = infrer(|l —
tl4+ [t]) = |1 —t|+ |t|, t € [0,1]. Cela signifit que o = (1,1) € Py(z), Alors
z —zo = (—1,0) et il suit que g{z — zo,y) = ~t # 0 pour y € Y et y # (0,0).

Tout d’abord voici quelques résultats élémentaires sur les notions introduites.

TueorEME 2.1. Soit Y un sous-espace de X. Alors:
1) pour zo € Pi(z) et 2° € R} (z) on a

llz = woll < llz = 2%l < 2lfe —zoll et 2] < flell;



La fonctionnelle g et quelques problemes des meilleures approximations 115

2) pour X avee la propriété (G) et ¥ = [y1,v2,-.. ), T, ,¥n) # O,
on a.

r€Y < zo=2"=2, {y1,¥2,...,un} Lz —%(9)
et 2°¢ R‘;],(:c) = %= z;
3) Si X est un espace avec la propriété (G) alors

D(Ry) :={z € X | R}(z) # 2}

est un sous-espace de X et Ry, : D(R) — Y est un opérateur linéaire avec
IRV = 1.

Démonstration. 1) 2° € R{(z) — Y Lz-2°B) = (VX € R)
|z° — 20| < ||2° — zo + Mz — 20)|] = ||2° — 20|| < ||z — z0||. Par conséquent
[lo — zoll <# 2 —2° = ||z — 20 + 20 — 2°|| < ||z — 30| + [lwo — 2°Y < 2|z — zoll.
De g(z°, z — z°) = 0 on obtient que ||z°| < ||z|.

22 EY Ag(e—20,Y) =0 = g(z — 20,2~ 20) = ||z — zol]* = 0.

€Y Ag(Y,z -2 =0 = g(z—2%z-2") = Hr—r0||2:0.

T = Z/\kyk — (VZ € {1,2,. .. ,n})g(y,,:c) - Z/\kg(yiyyk)-
k=1 k=1

D’ou il résulte que, par exemple,

9y, z) g(yi,v2) .. 9(y1,yn)
o= b |e(yzz) g(ya.y2) - 9(y20)

1—
F(yl;?/?y-” )yn) ..................................
9(Yn,2) 9(Wn,y2) - 9(Yn,Yn)

A cause de cela et de (9) on a z = z. En appliquant la propriété (G), d’aprés (9),
nous obtenons, pour k € {1,2,...,n},

0 g(ue,v1) 9(ye,y2) - 9(Yk,Yn)

_ 1 g(y,2) gy, ) 9y, y2) oo 9(y1,yn)
9(ve,z) = T(UL, 021 00 | oo
9(Yn, ) 9(yn,v1) 9(y1,y2) . 9(Yn,¥n)

et, par conséquent g(yx,Z) = g(yk, ). Donc, g(yx,z — Z) = 0.

Soit maintenent z° € Ry, (z). On a alors 2° = 5 _p_, Aeyk et g(yr,z —2%) =0
et par conséquent

g(ue, 2) =Y Nglye,w),  k€{L,2,....n}.
i=1

Donc le coefficient A; et le coefficient du vecteur y; dans (9) sont égaux. Donc
= 0
z=2z"
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Pour tout y € Y \ {0} on a g(y,z — 9(y, =)llyll"*y) = 9y, z) — 9(v,2) = 0.
D’autre part, pour tout A € R, g(Ay, z)[},\yﬁ_zz\y = g(y, x)]]y{f—zy. Donc z° = .

3) Soit z’, 2” € D(R$). Alors /¥ € Y existent tels qu’on a g(Y,2'—y') = 0
et g(Y,2" —y") = 0. Doncon a g(¥,z' + 2" — (v + ¥')) = 0; C’est-a-dire 2’ + 2" €
D(RS). En outre g(Y,z ~2%) =0 => (VA€ R)g(Y,Az - Xz%) =0 = (z ¢
D(RY) => (YA € R)Az € D(R})). Donc D(R}) est un sous-espace de X. Ce
fait et 2) montrent que ’application R§ : D(R}) — Y est un opérateur linéaire.
En appliquant 1) et 2) on obtient ||R} || = 1.

COROLLAIRE 2.1. §’il eziste une projection g-transversalle, sous les conditions
2) du théoréme 2.1, alors elle est unique.

COROLLAIRE 2.2. Si, sous les conditions 2), la suite y1,y2,...,Yn est or-
thonormalle (g(yi, yx) = &ix) et s'il eziste 2° € RY(z) alors

7
2% =" g(yr, 2)ui-
k=1

Soit Y = [y1,¥2,.--,¥s) et z € X\Y. Nous savons (voir [8]) que 'implication
{vi,v2,-..,on} L2~y (B) = Y Lz—y (B)

n’est pas correcte pour tout X normé. Aussi il est bien connu que I'implication
yeY = fy € [fy,, fysr---» fyn] N'est pas correcte en général, ou fy signifit
une fonctionnelle fixée de J,. Mais quand X a les propriétés (SC), (L) et (R) (par
exemple X = LP, p > 1) alors, pour chaque z # 0, J; est un singleton. Clest
pourquoi, dans ce cas, J, signifit une fonctionnelle unique et J, est la projection
de Gram-Schmidt du vecteur J, sur le sous-espace [Jy,, Jy,,-- -, Jy.]-

Notre résultat principal est le théoréme suivant.
THEOREME 2.2. Si X posséde les propriétés (SC), (L) et (R) et Y =
[ylsy%'-- :yn]; r(y1:y2s'~ )yn) # OQetze X \Y, alors:
1) (VyeY)J, = Jy. 2) R} (z) = Ry(z) = {&}.
llz = o’ ;
— (= = Jz).
lell* ~ gz, 2)" "

Démonstration. 1) Sous les conditions (SC), (L) et (R) on a le théoréme de
représentation

3) 9(2,2) < |jzl* et Jous, =

(Vf € X*)(3z € X)(Vy € X)f(v) = 9(=,9)
ol z est un élément unique de X. Alors pour tout z € X\ {0} on a J, = g(z, -) et
la fonctionnelle g(Jy, Jz) := g(x, y) est le semi-produit scalaire unique sur X* x X*
[3]. Done, par définition, on a
0 ng . Jyn
(10) J_z _— 1 g(x)yl) g(yl:yl) L g(yn:yl) .

g(z)yn) 9y, 9m) - 9(Yn,¥n)
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Puisque Jy, € Y*, il existe un z € Y (unique) tel que J = g(z, - ). L’égalité (10)
entraine I’égalité
I, A )
7 1 gz, 1) g(vr,u1) ... (vt

11 Jo = Jg = s
( ) z s F(y1)y2)”- ;yﬂ) .................................

9z, 9n) (W1 ¥) - 9(¥n.¥n)
et par conséquent (J; — Jz)(yx) = 0 pour k € {1,2,...,n}. (J=(w) = 9(2, %),
Jyi(we) = g(yi, ). Donc, pour z €Y,

(Vt € Y)g(z,t) = g(z,1).

C’est-a-dire z = z ou J, = J,. (Le théoréme de représentation a lieu dans |’espace
Y).

2) D’aprés 1), pour y € Y les constantes Ap existent telles que J, =
Y k=1 Akdy,. Alors

i

n n
9y z—2) = g(Jamz, Jy) = Q(Jx-—f> > Aka,‘) =Y Mg(Jez, Jy)
k=1 k=1

13
= Z/\kg(yk,zw z) = 0.
k=1

Done, (Yy € Y)g(y,z — ) = 0 et par conséquent ¥ € Ry (z) = Ry(z).
3) Dans le cas ot z € X \ Y, Papini [8] a montré qu’il existe un A € R tel
que

(12) AJ = Ja:—:co

ou J est le terme du coté droit de P’égalité (11). Par conséquent il existeun A€ R
tel que

(13) Mz = Jz) = Joezy.

Etant donné que Jy(& — %) = glyr,z — ) = 0 d’aprés (13) il s’ensuit que
Me(z — &) = Jpezo(x — Z). Ceci entraine Ag(z,r — ) = g(z — o,z — ) =
lle — 2ol)”
llzIl* - o(z, 2)
trons que gz, #) < {ix{f. En effet, d’aprés 2) du théoréme 2.2 et 1) du théoreme 2.1
on a||#|| < [|z|| et par conséquent g(z, &) < [|z||[|Z]| < [|2||°. Supposons maintenant

que g(z, %) = ||z||*. Alors |jz||> < ||z|| IZ|l. ! résulte que

(i) =) = o) =

D’ou, d’apres le lemme 2, 2/{|Z]| = z/||2||, ou = = Z, ce qui n’est pas possible parce
quez € X\YetzeVY.

g(z — zg,2) = ||z — zo||>. Donc, A = , pour g(z,%) # ||z||>. Mon-
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Voici un commentaire des résultats 1), 2) et 3).

L’égalité 1) montre que, sous les conditions (SC), (L) et (R), pour tout y € Y,
Jy est une combinaison linéaire des vecteurs Jy,, Jy,, . .. , Jy., ce qui n’est pas vrai
en général. L’égalité 2), d’aprés 1) du théoréme 2.1, montre que Z est la projection
g-transversalle unique telle que

llz — 2ol < lle — & < 2llz — zoll et |2~ 2oll < 3|z — 2o]l-
La deuxiéme inégalité montre que Z est prés de zo si z est prés de Y. Ce fait peut
étre important par ce que la projection Z peut étre calculée sans peine.
Par rapport au X de (12) Papini a posé la question: Est-ce-qu’il se peut que
X < 07 D’aprés 3) nous obtenons une réponse négative a cette question de Papini,

¢’est-a-dire on a 5
_ =z =zl

= .
liz|l” — g(z, )

COROLLAIRE 2.3. Sous les conditions du théoréme 2.2 on a

pourz € X\Y.

T(z,y1,¥2,- -, ¥n) , i
= jlzf” - 9(2,2) > 0
T ooy = el = ot 2)

et
Q(Jx, jz:) = g(']a”:; J::) = g("") é’7)
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