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SUR LA CONVERGENCE DES SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES

FINIES POUR DES �EQUATIONS ELLIPTIQUES DU

QUATRI�EME ORDRE AVEC DES SOLUTIONS IRR�EGULI�ERES

Bo�sko Jovanovi�c

R�esum�e. Dans cet article on consid�ere des sch�emas aux di��erences �nies pour des
�equations elliptiques du quatri�eme ordre dont les solutions appartiennent aux espaces de Sobolev.
Les estimations de l'ordre de convergence sont obtenues supposant la r�egularit�e minimalle des
coeÆcients.

1. Introduction

La convergence des sch�emas aux di��erences �nies est analys�e habituellement
en supposant que la solution du probl�eme consid�er�e est suÆsamment r�eguli�ere. Une
technique nouvelle, usant les op�erateurs av�erage et le lemme de Bramble-Hilbert, a
donn�e la possibilit�e de construire des sch�emas convergents pour les probl�emes avec
des solutions appartenant aux espaces de Sobolev W s

p . Les sch�emas aux di��erences
�nies pour des �equations elliptiques de deuxi�eme ordre avec des coeÆcients con-
stants ont �et�e consid�er�es dans [8] (pour p = 2) et [11] (pour p 6= 2). Les �equations
avec des coeÆcients variables sont analys�ees dans [6], [7]. Dans [4], [5] on examine
des probl�emes du quatri�eme ordre.

Dans cet article on analyse le convergence des sch�emas aux di��erences �nies
pour des �equations lin�eaires elliptiques du quatri�eme ordre avec des coeÆcients
variables. On consid�ere le probl�eme avec des conditions naturelles aux limites, et
le probl�eme de Dirichlet. Les estimations de l'ordre de la convergence compatibles
avec la r�egularit�e des donn�es sont obtenues. Un probl�eme pareil a �et�e consid�er�e
dans [4], mais les r�esultats obtenus l�a-bas ne sont pas optimals.
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2. Le probl�eme aux limites et le sch�ema

aux di��erences �nies correspondant

Soit 
 = (0; 1)2 le carr�e unitaire dans R2 et � = @
 sa fronti�ere. Nous usons
�egalement les d�esignations suivantes:

��i = fx 2 � : xi = 0; 0 < x3�i < 1g;

�+i = fx 2 � : xi = 1; 0 < x3�i < 1g;

A = A00 [ A01 [ A10 [ A11;

Ajk = f(j; k)g (i = 1; 2; j; k = 0; 1):

Nous consid�erons le probl�eme aux limites suivant:

Lu � D2
1M1(u) + 2D1D2M3(u) +D2

2M2(u) = f(x); x 2 


Mi(u) = 0; DiMi(u) + 2D3�iM3(u) = 0; x 2 ��i; i = 1; 2

M3(u) = 0; x 2 A(1)

u(0; 0) = c00; u(0; 1) = c01; u(1; 0) = c10

o�u

M1(u) = a1D
2
1u+ a0D

2
2u; M2(u) = a0D

2
1u+ a2D

2
2u;

M3(u) = a3D1D2u et Diu = @u=@xi:

Nous supposerons que les conditions suivants sont v�eri��ees;

ai � c0 > 0; ; i = 1; 2; 3; a1a2 � a20 � c1 > 0; x 2 


u 2 W s
2 (
); f 2 W s�4

2 (
); 2 < s � 4:(2)

Alors, les coeÆcients ai appartiendront �a l'espace de multiplicateurs M
�
W s�2

2 (
)
�

[9]. Les conditions suÆsantes sont:

(3) ai 2W
s�2+"
p (
); i = 0; 1; 2; 3

o�u

p = 2; " = 0; pour 3 < s � 4

p > 2; " = 0; pour s = 3

p � 2=(s� 2); " > 0 | arbitraire; pour 2 < s < 3.

Dans le domaine 
 = 
 [ � nous introduisons un r�eseau uniforme ! avec le
pas h = 1=N . Nous usons les d�esignations suivantes:

! = ! \ 
;  = ! \ �; �i =  \ ��i; �i =  \ ��i;

i =  n (�i [ +i); !
i = ! [ +i et !+ = ! [ +1 [ +2 [ A11
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Nous introduisons aussi des n�uds ext�erieurs dans [�2h; 1 + 2h]2.

Pour une fonction discr�ete nous usons la d�esignation suivante:

v�i = v�i(x) = v(x� hri); i = 1; 2;

o�u r1 = (1; 0) et r2 = (0; 1).

Les op�erateurs des di��erences �nies seront d�e�nis de mani�ere habituelle:

vxi = (v+i � v)=h; v�xi = (v � v�i)=h; vx̂i = 0:5(vxi + v�xi); i = 1; 2:

Nous introduisons aussi les op�erateurs av�erage de Steklov:

T+
i f(x) =

Z 1

0

f(x+ thri) dt = T�i f(x+ hri) = Tif(x+ 0:5hri):

Ces op�erateurs commutent et transforment les d�eriv�ees en di��erences �nies:

T+
i Dif = fxi ; T�i Dif = f�xi :

Notons que

T+
i T

�
i f = T 2

i f =

Z 1

�1

(1� jtj)f(x+ thri) dt:

D�e�nissons aussi les op�erateurs asym�etriques:

T 2
i�f(x) = 2

Z 1

0

(1� t)f(x� thri) dt; i = 1; 2:

Pour l'approximation du probl�eme (1) nous introduisons le sch�ema aux
di��erences �nies suivant:

Lhv � m1(v)x1�x1 + 2m3(v)x1x2 +m2(v)x2�x2 = Tf; x 2 !

mi(v) = 0; mi(v)x̂i +
�
m3(v) +m3(v)

+i
�
x3�i

= 0; x 2 �i

m3(v) +m3(v)
+1 +m3(v)

+2 +m3(v)
+1;+2 = 0; x 2 A(4)

v(0; 0) = c00; v(0; 1) = c01; v(1; 0) = c10

o�u

m1(v) = a1vx1�x1 + a0vx2�x2 ; m2(v) = a0vx1�x1 + a2vx2�x2

m3(v) = ea3v�x1�x2 ; ea3(x) = a3(x1 � 0:5h; x2 � 0:5h) et

Tf =

8>>><
>>>:
T 2
1 T

2
2 f; x 2 !

T 2
1+T

2
2 f; x 2 �1

T 2
1+T

2
2+f; x 2 A00

etc.;
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D�e�nissons les produits scalaires:

(v; w) = h2
X
x2!

vw + 0:5h2
X

x2nA

vw + 0:25h2
X
x2A

vw;

(v; w]i = h2
X
x2!i

vw + 0:5h2
X
x2i

vw;

(v; w] = h2
X
x2!+

vw

et les normes correspondantes:

kvk = (v; v)1=2; kv ]]i = (v; v]
1=2
i ; kv ]] = (v; v]1=2:

D�e�nissons en�n la seminorme:

jvj2W 2
2 (!)

= kvx1�x1k
2 + kv�x1�x2 ]]

2 + kv�x2�x2k
2

et la norme:
kvk2W 2

2 (!)
= kvk2 + kv�x1 ]]

2
1 + kv�x2 ]]

2
2 + jvj2W 2

2 (!)
:

LEMME 1. Les normes kvkW 2
2 (!)

et

kvk0W 2
2 (!)

=
h
v2(0; 0) + v2(0; 1) + v2(1; 0) + jvj2W 2

2 (!)

i1=2
sont �equivalentes .

D�emonstration. On a

v(ih; jh) = h3
iX

k=1

k�1X
l=1

k�1X
m=l

vx1�x1(mh; jh)� h3
iX

k=1

NX
l=k+1

l�1X
m=k

vx1�x1(mh; jh)

+ h3
jX

k=1

k�1X
l=1

k�1X
m=l

vx2�x2(ih;mh)� h3
jX

k=1

NX
l=k+1

l�1X
m=k

vx2�x2(ih;mh)

� h2
iX

k=1

jX
l=1

v�x1�x2(kh; lh) + ih3
NX
k=1

jX
l=1

v�x1�x2(kh; lh) + jh3
iX

k=1

NX
l=1

v�x1�x2(kh; lh)

+ v(0; 0) + ih[v(1; 0)� v(0; 0)] + jh[v(0; 1)� v(0; 0)] et

v�x1(ih; jh) = h2
i�1X
k=1

i�1X
l=k

vx1�x1(lh; jh)� h2
NX

k=i+1

k�1X
l=i

vx1�x1(lh; jh)

+ h2
NX
k=1

jX
l=1

v�x1�x2(kh; lh) + v(1; 0)� v(0; 0)

(v�x2 on repr�esente analogiquement) d'o�u le lemme. (Voir [2] pour le cas continuel).
�
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Supposons que la solution u et les coeÆcients ai du probl�eme (1) sont pro-
long�es preservant la classe dans le domain (�d; 1 + d)2, o�u d > 2h. L' erreur
z = u� v satisfait aux conditions:

Lhz =  ; x 2 !; mi(z) = �i; x 2 �i i = 1; 2

mi(z)x̂i +
�
m3(z) +m3(z)

+i
�
x3�i

=

= mi(u)x̂i +
�
m3(u) +m3(u)

+i
�
x3�i

; x 2 �i; i = 1; 2(5)

m3(z) +m3(z)
+1 +m3(z)

+2 +m3(z)
+1;+2 =

= m3(u) +m3(u)
+1 +m3(u)

+2 +m3(u)
+1;+2; x 2 A

z(0; 0) = z(0; 1) = z(1; 0) = 0:

o�u
�i = mi(u)� T 2

3�iMi(u); i = 1; 2; �3 = m3(u)� T�1 T
�
2 M3(u)

et

 = �1;x1�x1 + 2�3;x1x2 + �2;x2�x2 ; x 2 !;

 =
�
m1(u)�x1 � 2h�1T 2

2M1(u)
�
x1
+

+ 2
�
m3(u)x1 � 2h�1T+

1 T
�
2 M3(u)

�
x2
+

+
�
m2(u)� T 2

1+M2(u)
�
x2�x2

; x 2 �1

 =
�
m1(u)�x1 � 2h�1T 2

2+M1(u)
�
x1

+ 2
�
m3(u)x1x2 � 4h�2T+

1 T
+
2 M3(u)

�
+
�
m2(u)�x2 � 2h�1T 2

1+M2(u)
�
x2
; x 2 A00

etc. Posons aussi:

�i =

�
T 2
3�iMi(u)� T(3�i)�Mi(u); x 2 �(3�i)

0; dans les autres n�uds.

En utilisant la sommation partielle, l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz et le
lemme 1 on v�eri�e facilement la proposition suivante:

LEMME 2. Pour le sch�ema aux di�erences �nies (5) l'estimation a priori :

(6) kzk
2
W 2

2 (!)
� C

�
k�1k

2 + k�2k
2 + k�3 ]]

2 + k�1k
2 + k�2k

2
�

est v�eri��e.

L'estimation de l'ordre de la convergence

L'estimation de l'ordre de la convergence du sch�ema (4) se fond sur les deux
lemmes suivants. Ils repr�esentent les g�en�eralisations du r�esultat bien connu de
Bramble-Hilbert [1]

LEMME 3, [4]. Soit E � Rn un ouvert avec la fronti�ere continue au sens de

Lipschitz et '(u) une fonctionelle lin�eaire born�ee sur W s
p (E) telle que '(u) = 0
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pour les polynomes du degr�e � [s]� ([s]� | le plus grand entier < s ). Alors, il

existe une constante positive C = C(E; s; p) telle que:

j'(u)j � CjujW s
p (E)

; 8u 2W s
p (E):

LEMME 4, ([2], [7]). Soient E � Rn et G � Rm deux ouverts avec des

fronti�eres continues au sens de Lipschitz et �(u; v) une fonctionelle bilin�eaire born�ee
sur W s

p (E) �W r
q (G) telle que �(u; v) = 0 si u est un polynome du degr�e � [s]�,

ou si v est un polynome du degr�e � [r]�. Alors, il existe une constante positive

C = C(E; s; p;G; r; q) telle que :

j�(u; v)j � CjujW s
p (E)

jvjW r
q (G)

; 8u 2 W s
p (E); 8v 2 W r

q (G):

TH�EOR�EME. Si la solution et les coeÆcients du probl�eme (1) satisfont aux

conditions (2) et (3), alors le sch�ema aux di��erences �nies (4) converge, et

l'estimation

(7)
ku� vkW 2

2 (!)
� Chminfs�2;1:5gj lnhj1�j sgn(s�3:5)j

�max
i
kaikW s�2+"

p (
)kukW s
2 (
)

; 2:5 < s � 4:

est accomplie.

D�emonstration. Pour obtenir l'estimation d'ordre de convergence du notre
sch�ema (4) il faut estimer les termes du côt�e droit de l'in�egalit�e (6). Pr�esentons

d'abord �1 de la fa�con suivante: �1 =
P8

j=1 �1j , o�u:

�1k = a2�k
�
uxk�xk � T 2

1 T
2
2D

2
ku
�
;

�1;k+2 =
�
a2�k � T 2

1 T
2
2 a2�k

�
(T 2

1 T
2
2D

2
ku);

�1;k+4 =
�
T 2
1 T

2
2 a2�k

� �
T 2
1 T

2
2D

2
ku
�
� T 2

1 T
2
2

�
a2�kD

2
ku
�
;

�1;k+6 = T 2
1 T

2
2

�
a2�kD

2
ku
�
� T 2

2

�
a2�kD

2
ku
�
; k = 1; 2:

�2 est repr�esent�e analogiquement. Aussi: �3 = �31 + �32, o�u:

�31 =
�ea3 � T�1 T

�
2 a3

�
u�x1�x2 et �32 =

�
T�1 T

�
2 a3

�
u�x1�x2 � T�1 T

�
2 (a3D1D2u) :

Prenons e = e(x) = (x1 � h; x1 + h)� (x2 � h; x2 + h). Pour s � 2 la valeur
�11(x), x 2 !, est une fonctionelle lin�eaire born�ee de u 2W

s
2 (e):

j�11j � C(h)ka1kL1(
)kukW s
2 (e)

:

En autre, �11 = 0 si u est un polynome du degr�e � 3. En utilisant le lemme 3 on
obtient:

j�11j � Chs�3ka1kL1(
)jujW s
2 (e)

pour 2 � s � 4:

D'ici, en utilisant l'inclusion [12]:

W s�2+"
p � L1 pour s > 2
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et la sommation, on obtient:

(8) k�11k � Chs�2ka1kW s�2+"
p (
)jujW s

2 (
)
; 2 < s � 4:

De la même fa�con on estime �12.

La valeur �13(x), x 2 !, est une fonctionnelle bilin�eaire born�ee de (a1; u) 2
W �

p (e) �W 2
q (e) o�u �p > 2, q = 1 pour p = 2 et q = 2p=(p� 2) pour p > 2. En

outre, �13 = 0 si a1 est un polynome de degr�e � 1 ou si u est un polynome de
degr�e � 1. En utilisant le lemme 4 on obtient:

j�13j � Ch��1ja1jW�
p (e)

jujW 2
q (e)

; 2=p < � � 2

d'o�u par la sommation:

k�13k � Ch�ka1kW�
p (
)

kukW 2
q (
)

:

En prenant � = s� 2+ " et en utilisant les inclusions [12]: W s
2 �W 2

1, pour s > 3
et W s

2 �W 2
2p=(p�2), pour 2 < s � 3, on obtient:

(9) k�13k � Chs�2ka1kW s�2+"
p (
)kukW s

2 (
)
; 2 < s � 4:

De la même fa�con on estime �14 et �31.

Pour � � 0, � � 2 et q > 2 la valeur �15(x), x 2 !, repr�esente une fonc-
tionnelle bilin�eaire born�ee de (a1; u) 2 W �

q (e) �W�
2q=(q�2)(e). En plus, �15 = 0 si

a1 = const, ou si u est un polynome du degr�e � 2. En utilisant le lemme 4 on
obtient:

k�15k � Ch�+��2ka1kW�
q (
)

kukW�
2q=(q�2)

(
);

o�u 0 � � � 1 et 2 � � � 3. Prenons � + � = s. Pour � + � > 3 on peut choisir
q = q(�; �) tel que � � 2=q � 3� �. Alors, on a:

W s�2+"
p =W �+��2

2 �W �
q et W s

2 =W �+�
2 �W�

2q=(q�2):

Analogiquement, pour 2 < � + � � 3 on peut choisir q telle que � � 2=q �
2=p� (�� 2). Dans ce cas on a:

W s�2+"
p =W �+��2+"

2 �W �
q et W s

2 =W �+�
2 �W �

2q=(q�2):

En utilisant ces inclusions on obtient:

(10) k�15k � Chs�2ka1kW s�2+"
p (
)kukW s

2 (
)
; 2 < s � 4:

De la même mani�ere on estime �16 et �32.

Pour � > 0:5 la valeur �17(x), x 2 !, set une fonctionelle lin�eare born�ee de
a1D

2
1u 2 W �

2 (e), qui s'annule sur les polynomes du degr�e � 1. D'apr�es le lemme
3 on obtient:

k�17k � Ch�ja1D
2
1ujW�

2 (
)
; 0:5 < � � 2:
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Utilisant l'in�egalit�e �evidente:

(11) ja1D
2
1ujW�

2 (
)
� Cka1kW�+"

p (
)kD
2
1ukW�

2 (
)
;

on obtient, en prenant � = s� 2:

(12) k�17k � Chs�2ka1kW s�2+"
p (
)kukW s

2 (
)
; 2:5 < s � 4:

De la même fa�con on estime �18.

Pour � > 0:5, la valeur �i(x), x 2 !, est une fonctionelle lin�eaire born�ee de
Mi(u) 2 W

�
2 (e), qui s'annule sur les constantes. En utilisant le lemme 3 on obtient:

k�ik � Ch�
�
jMi(u)jW�

2 (
i�) + jMi(u)jW�
2 (
i+)

�
; 0:5 < � � 1

o�u 
i� = fx : �h < xi < 1 + h; �h < x3�i < hg et 
i+ = fx : �h < xi <
1 + h; 1� h < x3�i < 1 + hg. En utilisant l'in�egalit�e [10]:

(13) kgkL2(
i�)
� Chminf�;0:5gj lnhj1�j sgn(��0:5)jkgkW�

2 (
)
; 0 < � � 1

et (11) on obtient:

(14)
k�ik � Chminfs�2;1:5gj lnhj1�j sgn(s�3:5)j

�max
j
kajkW s�2+"

p (
)kukW s
2 (
)

; 2:5 < s � 4:

Finalement, de (8{11) et (6) on obtient l'estimation demand�ee (7).�

Remarque. On peut obtenir des estimations pareilles dans d'autres normes de
Sobolev discr�etes. Pour l'�equation biharmonique des estimations semblables sont
obtenues dans [5].

4. Probl�eme de Dirichlet

Consid�erons, �nalement, le probl�eme de Dirichlet pour notre �equation:

(15)
Lu = f; x 2 


u = 0; x 2 �; Diu = 0; x 2 ��i; i = 1; 2:

En retenant la notation pr�ec�edente substituons le probl�eme (15) par le probl�eme
discret:

(16)
Lhv = T 2

1 T
2
2 f; x 2 !

v = 0; x 2 ; vx̂i = 0; x 2 �i; i = 1; 2:

Dans ce cas, l'erreur z = u� v satisfait aux conditions:

Lhz = �1;x1�x1 + 2�3;x1x2 + �2;x2�x2 ; x 2 !;

z = 0; x 2 ; zx̂i = h�i; x 2 �i; i = 1; 2:

o�u �i =

�
(ux̂i �Diu)=h; x 2 �i

0; dans les autres n�udes.
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L'estimation a priori:

(17) kzk
2
W 2

2 (!)
� C

�
k�1k

2 + k�2k
2 + k�3 ]]

2 + k�1k
2
+ k�2k

2
�

est accomplie.

La valeur �i(x), x 2 !, est une fonctionelle lin�eaire born�ee de u 2 W �
2 (e),

� > 2, qui s'annule sur les polynomes du degr�ee � 2. En utilisant le lemme 3 et
l'in�egalit�e (13) on obtient:

(18) k�ik � Chminfs�2;1:5gj lnhj1�j sgn(s�3:5)jkukW s
2 (
)

; 2 < s � 4:

Utilisant (17), (18) et les estimations pr�ec�edentes pour �1, �2 et �3 nous
pouvons conclure que le sch�ema aux di��erences �nies (16) converge, en accord avec
l'estimation (7).
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