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OB �KVIVALENTNOSTI ODNOGO PROCESSA DIFFUZIONNOGO
TIPA V GIL^BETROVOM PROSTRANSTVE

I VINEROVSKOGO PROCESSA

Lil�na Petruxevski

Rez�me. V �to� rabote dokazano, qto sluqa�ny� process �(t) so zaqeni�mi
v separabel~nom gil~bertovom prostranstve, �kvivalenten vinerovskomy proccessu
W (t), na koneqnom intervale [0; T ] v sluqae kogda

�(t) =

Z
t

0

A(s)�(s)ds+W (t); 0 � t � T

gde A(s) izmerima� operatorna� funkci� c interiruemo� v kvadrate sledovo� normo�
na [0; T ].

1. Vvedenie. Pust~ W = W (t); t � 0 standartny� vinorovski�
process v separabel~nom gil~bertovom prostranstve H i � = �(t) rexenie
stohastiqeskogo integral~nogo uravneni�

(1) �(t) =

Z t

0

A(s)�(s)ds+W (t); 0 � t � T

gde A(s) izmerima� operatorna� funkci� s integriruemo� v kvadrate sle-
dovo� normo�

(2)

Z T

0

j A(s) j2 ds <1

Operatoru� funkci� A = A(t) rassmatrivaem kak funkci� na inter-
vale [0; T ], so znaqeni�mi v gil~bertovom prostranstve S2(H) operatorov
Gil~berta-Xmidta so skal�rnym proizvedeniem (A1; A2) = SpA�2A1 a in-
tegral v ravenstve (1) kak integral funkcii so znaqeni�mi v gil~ber-
tovom prostranstve vseh sluqa�nyh veliqin � : Ek�k2 < 1 so skal�rnim
proizvedeniem < �1; �2 >= E(�1; �2):(k k; ( ; ){�to norma i skal�rnoe pro-
izvedenie v gil~bertovom prostranstve H.) Nas bude tinteresovat~ vo-
pros ob �kvivalentnosti sluqa�nyh processov � = �(t) i W = W (t) na
koneqnom intervale [0; T ].
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2. Rexenie dannogo stohastiqeskogo integral~nogo uravneni�.
Soglasno obwe� teorii �volucionnyh uravneni� [5], rexenie stohas-
tiqeskogo integral~nogo uravneni� (1) mo�et byt~ predstavleno v vide

(3) �(t) =

Z t

0

V (t; s)dW (s) +W (t)

gde V (t; s) = R(t; s)� I operatorna� funkci� s integriruemo� v kvadrate
sledovo� normo� na koneqnom intervale [0; T ]. Operatorna� funkci�
R(t; s) rexenie obyknovennogo differencial~nogo uravneni�

(4) dR(t; s)=dt = A(t)R(t; s); t > s

s naqal~nym usloviem R(s; s) = I, a integral v �tom rexenii| �to sto-
hastiqeski� integral. Ito kotory� opredel�ets� standartnym sposobom
([5]): snaqala dl� kusoqno-posto�nnyh operatornyh funkci�, a potom dl�
proizvol~nyh operatornyh funkci� s integriruemo� v kvadrate sledo-
vo� normo�. Dokazatel~stvo �togo fakta mo�no provesti poho�e tomu
kak �to sdelal Rozanov [2] dl� koneqnomernyh sluqa�nyh processov. V
samom dele, iz ravenstva (4) sleduet

V (t; s) =

Z t

s

A(x)(V (x; s) + I)dx

Z t

0

V (t; s)dW (s) +W (t) =

Z t

0

Z t

s

A(x)(V (x; s) + I)dxdW (s) +W (t) =

=

Z t

0

A(x)

Z x

0

V (x; s)dW (s)dx +

Z t

0

Z x

0

A(x)dW (s)dx +W =

=

Z t

0

A(x)

�Z x

0

V (x; s)dW (s) +W (t)

�
dx+W (t)

Na konec, napomnim ewe qto operatorna� funkci� R(t; s) = U(t)U�1(s)
gde operatorna� funkci� U(t) rexenie obyknovennogo differencial~nogo
uravneni� dU(t)=dt = A(t) = A(t)U(t) s naql~nym usloviem U(0) = I.

3. Ekvivalentnost~ vinerovskomu processu. Ispl~zu� tot fakt
qto rexenie stohastiqeskogo integra~nogo uravneni� (1) imeet vid (3),
legko vider~ qto E�(t)) = 0 (E(u; �(t) = 0) i

E j (u; �(t)) j2=

Z t

0

kR�(t; s)uk2ds <1:

Budem govorit~ (po Rozanovu, [2]) qto process �(t) �kvivalenten pro-
cessu W (t) na intervale [0; T ] esli otobra�enie B : (u;W (t))! (u; �(t)) u 2
H; 0 � t � T prodol�aec� do line�nogo ograniqennogo obratimogo oper-
atora B iz gil~bertova prostranstva H(W ) v gil~bertovo prostranstvo
H(�) i, krome togo, esli raznost~ I �B�B budet operatorom Gil~berta-
Xmidta. (H(W ) i H(�)|zamknutye, v srednem kvadratiqnom line�nye
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oboloqki sootvectvu�wih skal�rnyh sluqa�nyh veliqin (u;W (t)) i
(u; �(t)); u 2 H; 0 � t � T:)

Iz ravenstva (3) poluqaets�

(5) A(t)�(t) =

Z t

0

A(t)R(t; s)dW (s)

i soglasno opredeleni� stohastiqeskogo integrala

(6) A(t)�(t) =

1X
k=1

Z t

0

A(t)R(t; s)ekd(ek;W (s));

otkuda sleduet EA�(t) = 0 i

(7) EkA(t)�(t)k2 =

Z t

0

1X
k=1

kA(t)R(t; s)ekk
2d(ek;W (s)):

Sledovatel~no,

EkA(t)�(t)k2 =

Z t

0

j A(t)R(t; s) j2 ds �j A(t) j2 exp

�
2

Z T

0

kA(x)kdx

�
T

otkuda esli oboznaqim

(8) a(s) = A(s)�(s)

poluqaem Ea(s) = 0,

(9)

Z T

0

Eka(s)k2ds <1

i soglasno uravneni� (1)

(10) �(t) =

Z t

0

a(s)ds+W (t); 0 � t � T:

V silu lemmy iz [8], raznost~ korrel�cionnyh funkci�

Bw(s; t)�B�(s; t) =

Z t

0

Z s

0

K(x; y)dxdy

gde K(x; y) imeet integriruemu� v kvadrate sledovu� normu. �to znaqit
qto otobra�enie B : (u;W (t)) ! (u; �(t)); u 2 H; 0 � t � T prodol�aets�
do line�nogo ograniqennogo operatora B iz gil~bertova prostranstva
H(W ) v gil~bertovo prostranstvo H(�) i raznost~ I�B�B operator Gil~-
berta-Xmidta. Dl� �kvivalentnosti sluqa�nyh processov �(t) i W (t)
nu�no ewe qtoby B byl obratimym.

Rassmotrim uslovie obratimosti (36) iz raboty [8] Predpolo�im
protivnoe. Dl� kako�-to integriruemo� v kvadrate funkcii b = b(x) so
znaqeni�mi v gil~bertovom prostranstve H.Z T

0

kb(x)k2dx 6= 0
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imeem s vero�tnost~� odin

(11)

Z T

0

(b(x); A(x)�(x))dx + �(b) = 0

gde, napomnim,

�(b) =

1X
k=1

Z T

0

(b(y); ek)d(ek; W (s))(12)

E j �(b) j2=

Z T

0

kb(y)k2dy(13)

Soglasno ravenstvu (6)

(b(x); A(x)�(x)) =

1X
k=1

Z x

0

(R�(x; y)A�(x)b(x); ek)d(ek ;W (y))(14)

Z T

0

(b(x); A(x)�(x))dx =

Z T

0

1X
k=1

Z x

0

(R�(x; y)A�(x)b(x); ek)d(ek;W (y))dx(15)

Dal~xe,

(16)

Z T

0

(b(x); A(x)�(x))dx =

1X
k=1

Z T

0

Z T

y

(R�(x; y)A�(x)b(x); ek)dxd(ek ;W (y))

Soglasno ravenstvam (11), (12) i (16), imeem qto

(17)

1X
k=1

Z T

0

�Z T

y

(R�(x; y)A�(x)b(x); ek)dx+ b(y); ek)

�
d(ek;W (y)) = 0

i sledovatel~no dl� vseh k i poqti vseh y 2 [0; T ]�Z T

y

(R�(x; y)A�(x)b(x))dx + b(y); ek

�
= 0

t. e. dl� poqti vseh y 2 [0; T ]

(18)

Z T

y

(R�(x; y)A�(x)b(x))dx + b(y) = 0

Ispol~zu� tot fakt qto R�(x; y) = (U�1(y))�U�(x) i qto (U�1(y))� line�-
ny� ograniqenny� operator, iz ravenstva (18) my poluqaem

(19) (U�1(y))�
Z T

y

U�(x)A�(x)b(x) + b(x) = 0

Iz �togo ravenstva vidno qto b(y) differenciruema� funkci� i

d(U�1(y))�

dy

Z T

y

U�(x)A�(x)b(x)dx � (U�1(y))�U�(y)A�(y)b(y) +
db(y)

dy
= 0
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Ispol~zu� tot fakt qto

d(U�1(y))�=dy = �A�(y)(U�1(y))�; (U�1(0))� = I

poluqaem

�A�(y)(U�1(y))�
Z T

y

U�(x)A�(x)b(x)dx �A�(y)b(y) + db(y)=dy = 0

otkuda vidno soglasno ravenstvu (19), qto

�A�(y)(�b(y))�A�(y)b(y) + db(y)=dy = 0

t. e. dl� poqti vseh y 2 [0; T ]

(20) db(y)=dy = 0:

Iz ravenstva (18) vidno, qto funkci� (b(y); u) absol�tno nepreryvna dl�
vseh u 2 H i, soglasno obwim teoremam ([6]), iz (20) sleduet, qto dl�
y 2 [0; T ] : b(y) = uo; u0 2 H.

Rassmotrim snova ravenstvo (19)

(21) (U�1(x))�
Z T

y

U�(x)A�(x)u0dx+ u0 = 0

Ispol~zu� tot fakt qto U�(x)A�(x) = dU�(x)=dx soglasno obwim teoremam
([6, 7]), poluqaem

(U�1(y))�(U�(T )u0 � U�(y)u0 = 0

i sledovatel~no R�(T; s)u0 = 0 dl� line�nogo obratimogo operatora
R�(T; s), otkuda u0 = 0; b(y) = 0 dl� poqti vseh y 2 [0; T ] i

Z T

0

kb(y)k2dy = 0

qto nevozmo�no i znaqit, uslovie obratimosti dl� naxih sluqa�nyh pro-
cessov vypoln�ec�. Sformuliruem poluqennye rezul~taty v vide sle-
du�wego predlo�eni�.

Teorema 1. Pust~ W = W (t); 0 � t � T standartny� vinerovski�
process v separabel~nom gil~bertovom prostranstve i � = �(t) rexenie
stohastiqeskogo integral~nogo uravneni�

�(t) =

Z t

0

A(s)�(s)ds +W (t); 0 � t � T

gde A(s) izmerima� operatorna� funkci� s integrirumo� v kvadrate sle-
dovo� normo�. Sluqa�nye processy � = �(t) i W = W (t) �kvivalentny na
koneqnom intervale [0; T ].
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Se�qas, rassmotrim odno sledstvie �to� teoremy. Oboznaqin qerez
Ht(�) zamaknutu� (v srednem kvadratiqnom) line�nu� oboloqku vseh ska-
l�rnyh sluqa�nyh veliqin (u; �(s)); 0 � s � t; u 2 H i qerez Pt{operator
ortogonal~nogo proektirovani� na Ht(�). Opredelim spektral~ny� tip
sluqa�nogo processa � = �(t) kak spektral~ny� tip samosopr��ennogo
operatora

F =

Z T

0

t dPt

de�stvu�wego v gil~bertovom prostranstve H(�). V sluqae standartnogo
vinerovskogo processa W (t), separabel~noe gil~bertovo prostranstvo

Ht(W ) = �1k=1Ht(!k)

gde !k(t) = (ek;W (t)); k = 1; 2; . . . skal�rnye ortogonal~nye me�du sobo�
vinerovskie processy i fekg

1

k=1 ortonormirovanny� bazis v gil~berto-
vom prostranstve H. V silu horoxo izvestnyh faktorov ([1, 2]), spektra-
l~nym tipom vinerovskogo processa W = W (t) �vl�ets� dt � dt � . . . V
silu horoxo izvestno� teoremy ([1,2]), iz dokazano� teoremy sleduet
sledu�wee utver�denie.

Teorema 2. Pust~ W = W (t); 0 � t � T standarty� vinerovski�
process v separabel~nom gil~bertovom prostranstve i � = �(t) rexenie
stohastiqeskogo integral~nogo uravneni�

�(t) =

Z t

0

A(s)�(s)ds +W (t); 0 � t � T

gde A(s) izmerma� operatorna� funkci� s interirumo� v kvadrate sle-
dovo�. Togda sluqa�nye processy � = �(t) i W = W (t) ime�t tot-�e
spektral~ny� tip. Spektral~nym tipom processa � = �(t), �vl�ets�
dt � dt � . . .

Bolee togo, iz ravenstv (1) i (3) sleduet qto Ht(�) = Ht(W ), dl�
vseh t 2 [0; T ]. De�stvitel~no, iz ravenstva (3) sleduet

(u; �(t)) =

1X
k=1

Z t

0

(R�(t; s)u; ek)d(ek;W (s))

otkuda vidno qto Ht(�) � Hl(W ). Iz ravenstva (1) sleduet

(u; �(t)) =

1X
k=1

Z t

0

(A�(s)u; �(s))ds+ (u;W (t))

otkuda vidno qto Ht(W0) � Ht(�).
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