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O SOOTVETSTVII GALUA DL�
ODNOMESTNYH FUNKCI� S ZADER�KAMI

Milox Miliqiq

Rez�me. V [10] i [11] danna harakterizaci� zamknutyh klassov fukci� k-
znaqno� logiki s zader�kami pri pomowi vremennyh otnoxeni�, t.e. pokazylvaets�,
qto suwestvuet antiizomorfizm rexetok zamknutyh klassov funkci� s zader�kami
(soder�a�ih selektory) i zamknutyh klassov vremennyh otnoxeni�. V danno�
rabote rezul~taty poluqenny v [10] i [11] utoqn��ts� dl� sluqa� odnomestnyh
funkci� s zader�kami.

Vse neopredelennye pon�ti� mogut byt~ na�deny v rabotah [10] i
[11].

Pust~ X = fx1; x2; . . . ; xn; . . . g alfavit peremennyh, prinima�wih v
kaqestve znaqeni� zlementy iz mno�estva Ek = f0; 1; . . . ; k � 1g. Mno-
�estvo vseh funkci� algebry k-znaqno� logiki, zavis�wih ot peremen-
nyh iz mno�estva, X, oboznaqim qerez Pk. Paru (f(x1; x2; . . . ; xn); t)
gde f(x1; x2; . . . ; xn) 2 Pk, t-parametr, prinima�w� odno iz znaqeni�
0; 1; 2; . . . , budem nazyvat~ funkcie� f s zader�koi� t. Oboznaqim qerez
P 0

k mno�estvo vseh par vida (f; t), gde f 2 Pk, t = 0; 1; 2; . . . .

V P 0

k vvod�ts� operaci� sinhrono� superpozicii i pon�ti� zamy-
kani� i zamknutogo klassa (algebry) otnositel~no operacii sinhron-
no� superpozicii ([8], [9]). V [10] operaci� sinhronno� superpozicii
vyra�aets� qerez operacii na mno�estve funkci� s zader�kami, analo-
giqno operaci�m na mno�estve funkci� algebry logiki, predlo�enym
A.I. Mal~cevym.

Opredelenie. Funkci� R: f0g[N !M , gde M nekotoroe mno�estvo
m-arnih otnoxeni� na Ek, budem nazyvat~ m-arnim vremennym otnoxe-
niem na Ek.

Vremennoe otnoxenie mo�no zapisat~ tak:

R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . ; (i; �i); . . . g; gde �i � Em
k (i = 0; 1; 2; . . . ):
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Opredelenie. Budem govorit~, qto funci� s zader�ko� (f(x1; x2; . . . ;
xn)t) sohran�et (stabiliziruet) vremennoe otnoxenie R, ili qto R in-
variantno (usto�qivo) dl� (f(x1; x2; . . .xn); t), esli dl� ka�dogo (i; �i) 2 R

suwestvuet (i+t; �i+t) 2 R tak, qto dl� l�bogo nabora (�̂1; �̂2; . . . ; �̂n) toqek

iz �i, f(�̂1; �̂2; . . . ; �̂n) prinadle�it �i+t.

Napomnim, qto pod f(�̂1; �̂2; . . . ; �̂n) ponimaets� toqka arnosti m, j-
a� koordinata kotoro� ravna znaqeni� funkcii f(x1; x2; . . . ; xn) ot j-yh

koordinat toqek �̂1; �̂2; . . . ; �̂n(j = 1; 2; . . . ;m).

V [11] opredel��ts� operacii nad vremennymi otnoxeni�mi, qto
pozvol�et rassmatrivat~ zamknutye klassy (koalgebry) vremennyh ot-
noxeni�. �to sledu�wie operacii: 1. pereimenovani� koordinat, 2.
oto�destvleni� koordinat, 3. pripisyvanie fiktivno� peremenno�, 4.
svertka (superpozici�), 5. sverh-superpozici�, 6. operaci� sdviga, 7.
pereseqgnie, 8. proekci� ili vyqerkivani� strok, 9. Dekartovo proizve-
denie, 10. pripisivanie strok i 11. diagonalizaci�.

Pokazyvaets�, qto mno�estvo funkci� s zader�kami, sohran��wih
mno�estvo vremennyh otnoxeni� R, obrazuet zamknuty� klass (oboz-
naqim ego qerez P(R)) i, qto mno�estvo vseh vremennyh otnoxeni� ko-
torye sohran��ts� zadannym mno�estvom F funkci� k-znaqno� logiki s
zader�kmi obrazuet zamknuty� klass vremennyh otnoxeni� (oboznaqim
ego qerez J(F)). Ots�da sleduet, qto para otobra�eni� F ! J (F) i
R ! P(R) �vl�ets� sootvetstviem Galua.

Vvedem ewe dve operacii nad vremennymi otnoxeni�mi.

Ob�edinenie. Dl� dvuh vremennyh otnoxeni� R = f(0; �0); (1; �1);
(2; �2); . . . g i S = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g arnosti m ih ob�edinenie R [
S = f(0; �0 [ �0); (1; �1 [ �1); (2; �2 [ �2); . . . g, gde

8i 2 f0g [N (�1; �2; . . . ; �m) 2 �i [ �i $

$ ((�1; �2; . . . ; �m) 2 �i _ (�1; �2; . . . ; �m) 2 �i):

Ob~edinenie-qastiqna� operaci�. Odnako ee mo�no rasprostranit~
i na l�bye pary vremennyh otnoxeni� R i S. Pust~ R i S vremennye
otnoxeni� arnosti m i p sootvetstvenno i m < p. Togda mo�no polo�it~
R [ S = (R �E

p�m
k ) [ S.

Esli funkci� s zader�ko� (f; t) sohran�et vremennye otnoxeni� R i
S, to ona, voobwe govor�, ne budet sohran�t~ otnoxenie R [ S. No, esli
funkci� f odnomestna�, �to obsto�tel~stvo imeet mesto.

Dopolnenie. Esli R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g vremennoe otnoxe-
nie arnosti m, to pod dopolneniem otnoxeni� ponimaem vremennoe ot-
noxenie arnosti eR = f(0; e�0); (1; e�1); (2; e�2); . . . g gde

8i 2 f0g [N(�1; �2; . . .�m) 2e�i , (�1; �2; . . . ; �m) 62 �i:

Odnomestna� funkci� s zader�ko�, sohran��wa� nekotoroe vremen-
noe otnoxenie R, voobwe govor�, ne budet~ sohran�t~ otnoxenie eR. No,
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esli f(x) podstanovka i

(�) 8(i; �i) ((i; �i) 2 R) f(�i) = �i+t)

t.e. (f(x); t) perevodit (pogru�aet) paru (i; �i) na paru (i + t; �i+t), (i =
0; 1; 2; 3; . . . ), to �to obsto�tel~stvo imeet mesto.

Podqerknem, ito esli A zamknuty� klass (algebra) odnomestnih
funkci� s zader�kami, togda koalgebra J(A) zamknuta ne tol~ko otnosi-
tel~no operaci� 1{11 [11], no i otnositel~no operacii ob�edineni�. Es-
li A algebra perestanovok s zader�kam, i esli vypolneno (�), togda koal-
gebra J(A) zamknuta da�e otnositel~no operacii dopolneni�.

Teper~ my doka�em obratnye utver�deni�.

Teorema 1. Esli S koalgebra vremennyh otnoxeni� zamknuta� ot-
nositel~no operaci� 1.{11. i operacii ob�edineni�, to S = J (E(S)), gde
E(S) oboznaqaet sovokupnost~ vseh odnomestnyh funkci� s zader�kami, ko-
torye sohron��t vse vremennye otnoxeni� Ri 2 S.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez A algebru vseh polimorfiz-
mov koalgebry S, t.e. A = P(S). Pust~ B = E(S) algebra odnomestnyh
polimorfizmov koalgebry S. Poka�em, qto A = B. Postavim J (B) = D.
�sno, qto B � A i S � D. Poka�em, qto S = D. Dl� �togo dostatoqno
pokazat~, qto Gn(B) 2 S, dl� l�bogo n 2 N , gde

Gn(B) = f(0; G(0)
n ); (1; G(1)

n ); (2; G(2)
n ); . . . g

n-y� vremenny� grafik koalgebry B [10]. Oqevidno, qto

G1(B) 2 S (G1(B) = G1(A)):

Dl� n � 2, n-grafik G
(p)
n (p = 0; 1; 2; . . . ) sostoit iz ordinat funkci�

mestnosti n s zader�kami p algebri B, kotorye zavis�t suwestvenno
ne bol~xe qem ot odnogo argumenta. Ka�do� �to� funkcii otveqaet

odnomestna� funkci� s zader�ko� p, ordinata kotoro� vhodit v G
(p)
1 alge-

bry A. Postavim Gn(B) =

n[

j=1

Gj
n(B), gde G

j
n(B) = f(0; G

j;(0)
n ); (1; G

j;(1)
n ); . . . g

priqem G
j;(p)
n sostoit iz ordinat teh funkci� s zader�kami kotorye

suwestvenno zavis�t ot j-go argumenta i konstant, kotorye soder�ats�
v A. No, n-y� vremenny� grafik Gj

n(B) poluqaets� iz G1(A) s pomow~�
operaci� pripisyvani� strok i pereimenovani� koordinat~. Teorema
dokazana.

Teorema 2. Esli S koalgebra vremennyh otnoxeni� zamknuta� ot-
nositel~no operaci� 1.{11. i operacii dopolneni�, to S = J (A(S)), gde
A(S) oboznaqaet sovokupnost~ vseh podstanovok s zader�kami, sohran��w-
ih vse vremennye otnoxeni� Ri 2 S.
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Dokazatel~stvo. Zametim, pre�de vsego, qto koalgebra S zamknuta
otnositel~no i op racii ob�edineni�, tak kak ob�edinenie vyra�aets�
qerez pereseqenie i dopolnenie. Soglasno teoreme 1 polimorfizmy koal-
gebry S dol�ny byt~ odnomestnymi funkci�mi s zader�kami. Koalgebra
S dol�na soder�at~ vremennoe otnoxenie D = f(0;�); (1;�); (2;�); . . . g,
gde � = f(0; 0); (1; 1); (2; 2); . . . ; (k � 1; k � 1)g i ego dopolnenie eD = f(0; N);
(1; N); (2; N); . . . g, gde N = f(�; �)j�; � 2 Ekk� 6= �g. Esli (f; t) 2 E(S), to
� 6= � vleqet f(�) 6= f(�), t.e. funci� f �vl�ets� podstanovko�. Teorema
dokazana.
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