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INDIVIDUALISATION DES BASES RATIONNELLES

DES SYST�EMES LIN�EAIRES DE QUADRIQUES

Lando Degoli

R�esum�e. Apr�es avoir d�emontr�e que la vari�et�e base d'un syst�eme lin�eaire de quadriques
de Sr �a Jacobienne de caract�eristique r � k est: ou un Sk double, ou une vari�et�e r�eductible qui
poss�ede deux sub-vari�et�es rationnelles, ou une vari�et�e rationnelle irr�eductible, on d�etermine toutes
les vari�et�es rationnelles de ce dernier type.

1. Dans l'espace lin�eaire complexe Sr de coordonn�ees proj�ectives homog�enes
xi(i = 0; 1; . . . ; r) choisissons d+ 1 quadriques lin�eairement ind�ependantes:

f0 = 0; f1 = 0; . . . ; fd = 0

avec:

fq =

rX
i;k=0

aikq xixk (aikq = akiq ):

Le syst�eme lin�eaire Ld=m de dimension d et Jacobienne de caract�eristique m
est exprim�e par l'�equation:

dX
q=0

�qfq = 0:

Supposons que la matrice Jacobienne �a r + 1 lignes et d+ 1 colonnes:

J = kÆfq=Æxik (q = 0; 1; . . . ; d; i = 0; 1; . . . ; r)

soit �a caract�eristique m � d.

Souvent, si m < r, nous mettons m = r � k et le syst�eme sera indiqu�e par
Ld=r�k. Lorsque la Jacobienne est indentiquement nulle, tout Sr est donc le lieu de
points conjugu�es par rapport �a toutes les quadriques du syst�eme. Si la Jacobienne
a la caract�eristique r � k, un point g�en�erique P de Sr est conjugu�e avec un Sk.
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Un syst�eme lin�eaire de quadriques est dit "r�eductible" lorsqu'il existe des syst�emes
subordonn�es sans quadriques en commun:

Ld1=m1
; Ld2=m2

; . . . ; Lds=ms

et �eventuellement p(p � 0) quadriques fonctionellement ind�ependantes qui satisfont
aux �egalit�es:

d = d1 + d2 + . . . + ds + s+ p� 1; m = m1 +m2 + . . . +ms + p:

Au cas contraire le syst�eme sera dit "irr�eductible". Nous avons d�emontr�e [4]
le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 1. Une condition n�ecessaire et suÆsante pour qu'un syst�eme
lin�eaire irr�eductible de quadriques Ld de Sr soit �a Jacobienne de caract�eristique
r � k � d(d � r; k � 0) est que les quadriques du syst�eme qui passent par un point
g�en�erique de Sr poss�edent en commun un Sk+1.

Ensuite [9] nous avons d�emontr�e:

Th�eor�eme 2. Une condition n�ecessaire et suÆsante pour que les quadriques
d'un syst�eme lin�eaire Ld de Sr qui passent par un point g�en�erique P de Sr poss�edent
en commun un Sk+1, est que 1

k cordes de la vari�et�e base du syst�eme sortent par
P .

Ces deux th�eor�emes nous permettent de d�eterminer la nature des vari�et�es
bases des syst�emes lin�eaires de quadriques �a Jacobienne identiquement nulle.

Th�eor�eme A. La vari�et�e base d'un syst�eme lin�eaire irr�eductible de quadri-
ques Ld=r�k(r � k � d) de Sr est seulement une des vari�et�es suivantes:

(1) un Sk double, et dans ce cas les quadriques sont des Sk-cônes avec Sk-
somment en commun:

(2) une vari�et�e r�eductible, qui poss�ede deux vari�et�es rationnelles de dimensions
h et r � h+ k � 1 (1 < h � r � 2),

(3) une vari�et�e rationnelle irr�eductible de dimension: (r + k � 1)=2.

D�emonstration. Prenons en consideration le cas particulier k = 0. Prenons
le syst�eme lin�eaire irr�eductible de quadriques Ld=r(r � d) de Sr. Pour le th�eor�eme
1 les quadriques de Ld, qui passent par un point g�en�erique P de Sr, ont en commun
une droite, qui est une corde de la vari�et�e base V du syst�eme.

Soit R le complexe des droites constitu�e par toutes les cordes de V , qui �a cause
du th�eor�eme cit�e, remplissent tout Sr. Entrecoupons ce complexe par un hyperplan
Sr�1. Chaque droite du complexe sera entrecoup�ee dans un point. Il est ainsi
possible d'�etablir une correspondance biunivoque parmi les points de l'hyperplan
et les droites des complexe R. Pour cela complexe R est rationnel.

Supposons que les quadriques aient en commun un point double A. Il en
r�esulte que toutes les droites, qui sortent de A, sont des cordes dans la vari�et�e
constitu�ee par le point A. Elles remplissent tout Sr et �evidemment elles forment un
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complexe rationnel. Les quadriques ne peuvent pas avoir un autre point double B
en commun, autrement d̂�t par un point g�en�erique P il passerait plus qu'une corde:
la droite PA et la droite PB. Par cons�equent la caract�eristique de la Jacobienne
serait < r, contredisant l'hypoth�ese.

Il s'ensuit que les quadriques sont des cônes avec un S0-sommet en commun.

A part ce cas, puisque R est rationnel, il s'ensuite que les coordonn�ees de
droite de ses droites, les pik, c'est �a dire les mineurs extraits de la matrice:x0 x1 x2 . . .xr

y0 y1 y2 . . . yr


sont des fonctions rationnelles de r � 1 param�etres ind�ependants.

Nous pouvons indiquer avec M(x0; x1; . . . ; xr) et N(y0; y1; . . . ; yr) deux
points quelconque de la vari�et�e base et avec MN la corde qui les joint.

Notons que, en indiquant avec x00; x
0

1; . . . ; x
0

r les coordonn�ees d'un point
g�en�erique P de Sr, parce que la cordeMN passe par P , il faut que tous les mineurs
du troisi�eme ordre extraits de la matrice:

x00 x01 x02 . . .x
0

r

x0 x1 x2 . . .xr
y0 y1 y2 . . . yr


soient nuls; cela implique que les phk g�en�eriques sont des combinaisons lin�eaires des
p0h et pok, parce que, le mineur: ������

x00 x0h x0k
x0 xh xk
y0 yh yk

������
�etant nul, nous devons avoir:

x00phk � x0hp0h + x0kp0k = 0

et cela montre que pour que les phk soient rationnels il suÆt que les p0i(i =
1; 2; . . . ; r) soient rationnels.

Si la vari�et�e base est r�eductible, il existera dans elle deux vari�et�es subor-
donn�ees W et Z de dimensions respectives h et r � h � 1 (1 � h � r � 2). On
r�ejette le cas h = 0 et h = r�1 parce que dans ce cas les quadriques contiennent au
moins un hyperplan. Donc elles sont un couple d'hyperplans ayant un hyperplan
en commun.

Les autres hyperplans du couple devraient poss�eder un S0: il s'ensuit que leur
nombre est1r�1. Pour cela le syst�eme de quadriques aurait la dimension d = r�1,
ce qui contredit l'hypoth�ese qu'il soit r � d.

Les vari�et�es W et Z ont les dimensions cit�ees parce que, en projectant W
par un point g�en�erique P , on obtient une vari�et�e T de dimension h + 1, qui entre
coupe Z seulement dans un point Q externe �a la vari�et�e intersection de W avec
Z. En e�et, on obtient que la droite PQ est corde de V , seulement dans ce cas
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P est conjugu�e avec un seul point par rapport �a toutes les quadriques du syst�eme.
Notons les �equations param�etriques de W :

x0 = 1; x1 = �1(�1; �2; . . . ; �h); x2 = �2(�1; �2; . . . ; �h); . . . ;

xr = �r(�1; �2; . . . ; �h)

On peut indiquer celles de Z avec

y0 = 1; y1 = 
1(�1; �2; . . . ; �r�h�1); y2 = 
2(�1; �2; . . . ; �r�h�1); . . . ;

yr = 
r(�1; �2; . . . ; �r�h�1)

Les r pik premiers extraits de la matrice r�esultent:

p01 = 
1 � �1; p02 = 
2 � �2; . . . ; p0r = 
r � �r

Il s'ensuite que les di�erences: 
i��i (i = 1; 2; . . . ; r) doivent être rationnelles
dans les param�etres �m, �n. Pour cella l'eventuelle partie irrationnelle de 
i et �i

doit s'eclipser par la di��erence.

On en d�eduit que: �i = Ci � Ei, 
i = Di � Ei (i = 1; 2; . . . ; r) o�u Ci et Di

sont fonctions rationnelles et Ei est l'eventuelle partie irrationnelle de 
i et �i.

Fixons un point M sur W ; ainsi Ci = C et Ei = E (C et E sont des
constantes). En variant le point N sur Z, il s'ensuit que, pour que la di�erence

i � �i soit toujours rationnelle il faut que Ei soit toujours �egal �a E, c'est �a dire:
Ei est constant. Analoguement, si nous tenons �x�e 
i et faisons varier �i sur W ,
on obtient le même r�esultat.

Mais si Ei est constant dans les deux vari�et�es, il n'est plus irrationnel.

A cause de cela �i et 
i sont rationnelles, comme il fallait d�emontrer.

Supposons maintenant que V soit irr�eductible. Si h est sa dimension, puisque
ses cordes sont 12h, chaque corde poss�ede 11 points, il s'ensuit que 2h + 1 = r,
c'est �a dire: h = (r � 1)=2. Il s'ensuit que r est n�ecessairement impair.

En r�epetant le raisonnement que nous avons fait pr�ecedemment, choisissons
deux points M(x0; x1; . . . ; xr) et N(y0; y1; . . . ; yr) sur cette vari�et�e. Ecrivons les
�equations de V en forme param�etrique:

x0 = 1; x1 = �1(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2); x2 = �2(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2); . . . ;

xr = �r(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)

y0 = 1; y1 = �1(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2); y2 = �2(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2); . . . ;

yr = �r(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)

Les premiers pik r�esultent:

P01 = �1(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)��1(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)
P02 = �2(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)��2(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
P0r = �r(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)��r(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2)
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En r�ep�etant les consid�erations pr�ec�edentes, nous pouvons �xer le point M ,
et par cons�equent le �i(�1; �2; . . . ; �(r�1)=2), et faire varier le point N sur toute la
vari�et�e.

Par le raisonnement pr�ecedent, puisque les p0k(k = 1; 2; . . . ; r) sont ra-
tionnels, les �i aussi seront rationnelles, comme il fallait d�emontrer.

Prenons maintenant le syst�eme Ld=r�1(r � 1 � d) irr�eductible. Intercoupons
ce syst�eme par un hyperplan. Par un th�eor�eme bien connu de Terracini [11], on
obtient un syst�eme de quadriques irr�eductible de Sr�1 ayant la même dimension et
la même caract�eristique.

Notons ce syst�eme par L0

d=r�1. Puisque l'espace qui le contient a la dimension

r � 1, ce syst�eme satisfait �a la d�emonstration pr�ec�edente et sa vari�et�e est une des
suivantes:

(1) un point double de Sr�1;

(2) une vari�et�e r�eductible de Sr�1, qui poss�ede deux vari�et�es retionnelles de di-
mensions h1 et r � h1 � 2(1 � h1 � r � 3);

(3) une vari�et�e irr�eductible de Sr�1 de dimension (r � 2)=2 (r est un nombre
pair).

Ces vari�et�es sons �evidemment les sections hyperplanes de la vari�et�e base du
syst�eme Ld=r�1.

Puisque on obtient ce r�esultat par un Sr�1 quelconque, il s'ensuit que la
vari�et�e base de Ld=r�1 est une des suivantes:

(1) une droite double de Sr (en e�et un hyperplan g�en�erique de Sr coupe dans
un seul point double sulement une droite double);

(2) une vari�et�e r�eductible, qui poss�ede deux vari�et�es rationnelles de dimensions
h = h1 + 1 et r � h = r � h1 � 1 (les vari�et�es doivent être n�ecessairement
rationnelles parce que leur sections avec un hyperplan g�en�erique sont ra-
tionnelles; si, en e�et, une seule coordonn�ee, par example xm = �m(�1; �2;
. . . ; �h+1), �etait fonction irrationnelle des param�etres, la section hyperplane
xs = 0 (s 6� m; 0 � s � r) serait irrationnelle contredisant la d�emonstration
pr�ec�edente; les dimensions de ces vari�et�es sont �evidemment h1+1 et r�h1�1);

(3) une vari�et�e rationnelle irr�eductible de dimension r=2 (cette vari�et�e doit être
rationnelle pour le même motif susdit et elle doit avoir la dimension r=2 pour
que la section hyperplane ait la dimension (r � 2)=2.

Prenons maintenant le syst�eme Ld=r�2(r � 2 � d) de Sr�1, qui par rapport
�a Sr�1, se trouve dans les mêmes conditions que le syst�eme Ld=r�1 par rapport �a
Sr. Pour cela les conclusions pr�ec�edentes seront vrais et la vari�et�e base de Ld=r�2

sera une des suivantes:

(1) un plan double;

(2) une vari�et�e r�eductible, qui poss�ede deux vari�et�es rationnelles de dimensions
h et r � h+ 1 = r � h+ 2� 1;
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(3) une vari�et�e rationnelle irr�eductible de dimension (r � 1)=2 (r est un nombre
impair).

Prenons maintenant le syst�eme Ld=r�3(r�3 � d). En sectionnant ce syst�eme
par un hyperplan et en r�ep�etant le raisonnement pr�ec�edent on trouvera que la
vari�et�e base sera une des suivantes:

(1) une S3 double;

(2) une vari�et�e r�eductible, qui poss�ede deux vari�et�es rationnelles de dimensions
h et r � h+ 2 = r � h+ 3� 1;

(3) une vari�et�e rationnelle irr�eductible de dimension (r + 2)=2 (r est un nombre
pair).

En poursuivant ainsi il est �evident qu'on parvient �a d�emontrer le th�eor�eme.

2. Maintenant nous voulons d�eterminer de quel type est la vari�et�e rationnelle
irr�eductible, qui �gure au troisi�eme cas du th�eor�eme pr�ec�edent.

Pour cela nous d�emontrons le lemme suivant:

Lemme 1. Dans Sr il existe une vari�et�e de Segre donn�ee par le produit
cart�esien d'un S1 et d'un S(r�1)=2, qui est une base d'un syst�eme lin�eaire de
quadriques de Sr �a Jacobienne de caract�eristique r � 2 (r est un nombre impair).

D�emonstration. Indiquons respectivement avec:

y0 = 0; y1 = 0; y2 = 0; y3 = 0; . . . ; y(r+1)=2 = 0

les S(r�1)=2 et S1 de Sr (r est un nombre impair) exprim�es dans l'�enonc�e du
th�eor�eme. La vari�et�e de Segre engendr�ee par les deux espaces a les �equations
param�etriques suivantes:

(1)

x0 = y0y2
x2 = y0y3
: : : : : : : : : : : : : : : ;
xr�1 = y0y(r+1)=2

x1 = y1y2
x3 = y1y3
: : : : : : : : : : : : : : : :
xr�1 = y1y(r+1)=2

En �eliminant les yi on obtient:

(2)
x0
x1

=
x2
x3

=
x4
x5

= � � � =
xr�1
xr

qui sont les �equations canoniques de la vari�et�e de Segre recherch�ee.

Comme on peut aisement v�eri�er elle est la vari�et�e base du syst�eme lin�eaire
des quadriques:

x0x3 � x1x2 = 0; x0x5 � x1x4 = 0; . . . ; xr�3xr � xr�2xr�1 = 0

de dimension:
�
(r+1)=2

2

�
� 1 = (r2 � 9)=8.

La caract�eristique de la Jacobienne du syst�eme est r � 2. En e�et si on �ecrit
(2) en forme param�etrique:

x0 = 1 x2 = � x4 = � . . . xr�1 = �
x1 = � x3 = �� x5 = �� . . . xr = ��
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observons que, en choisissant un point g�en�erique P (x0; x1; . . . ; xr) de Sr, en indi-
quant par M(1; �; �; ��; �; ��; . . . ; �; ��) et N(1; �1; �1; �1�1; �1; �1�1; . . . ; �1; �1�1)
deux points de la vari�et�e de Segre, pour que M , N et P soit sur la même droite
il faut et il suÆt que soient nuls tous les mineurs du troisi�eme ordre extraits de la
matrice:


x0 x1 x2 x3 x4 x5 . . . xr�1 xr
1 � � �� � �� . . . � ��
1 �1 �1 �1�1 �1 �1�1 . . . �1 �1�1


Pour que cela soit vrai il faut que le premier soit nul, ainsi que tous

ceux qu'on obtient en rempla�cant �a la troisi�eme colonne successivement tous les
autres. On obtient un syst�eme alg�ebrique avec r � 1 �equations et r + 1 in-
connues: �; �1; �; �1; �; �1; . . . ; �; �1. Ce syst�eme est de premier degr�e par rap-
port �a �; �1; �; �1; . . . ; �; �1, qui seront tous exprim�es en fonction de �; �1, par des
polynômes de premier degr�e.

Cela d�emontre que 12 cordes de la vari�et�e base du syst�eme, qui constituent
un S3, passent par P et, a cause du th�eor�eme 2, la caract�eristique de la Jacobienne
est r � 2.

Remarque. Si dans le Lemme pr�ec�edent on remplace r par 2r � 3, et par
cons�equent (r�1)=2 par r�2, et r�2 par 2r�5, la vari�et�e de Segre est le produit
cart�esien d'un S1 avec un Sr et elle est la base d'un syst�eme lin�eaire de quadriques
de S2r�3 �a Jaconienne de caract�eristique 2r � 5.

Ces substitutions nous p�ermettent de d�emontrer plus aisement le Lemme
suivant:

Lemme 2. Il n'existe aucune vari�et�e de Segre di��erente de la pr�ec�edente qui
soit la base d'un syst�eme lin�eaire de quadriques �a Jacobienne identiquement nulle.

D�emonstration. Consid�erons un Sk�1 et un Sr�k (r est un num�ero impair)
dont les �equations respectives sont donn�ees par:

(3)
y0 = 0; y1 = 0; . . . ; yr�k = 0

yr�k+1 = 0; yr�k+2 = 0; . . . ; yr = 0

Prenons: xu� = yuy� (u = 0; 1; . . . ; k � 1; � = k; k + 1; . . . ; r), formules
qui expriment les �equations param�etriques de la vari�et�e g�en�erique de Segre de
Sk(r�k+1)�1.

En �eliminant yu et y� on obtient les quadriques:

(4) xu�xu0�0 � xu0�xu�0 = 0 (u 6= u0 = 0; 1; . . . ; k � 1; � 6= �0 = k; k + 1; . . . ; r)

dont la vari�et�e base est la vari�et�e de Segre V(k) des couples des espaces Sk�1 et
Sr�k.
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Ces quadriques sont exprim�ees par les mineurs du second ordre extraits de la
matrice:

(5)



x0;k x0;k+1 . . . x0;r
x1;k x1;k+1 . . . x1;r
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
xk�1;k xk�1;k+1 . . . xk�1;r


Elles sont toutes lin�eairement ind�ependantes et elles donnent un syst�eme

lin�eaire de dimension:

Æ =

�
k

2

��
r � k + 1

2

�
� 1:

Ce syst�eme est complet parce que si une quadrique de Sr du type:

(6)
k�1X

u:u00=0

rX
�:�00=k

au�u
00�00

xu�xu00�00 = 0 (au�u
00�00

= au
00�00u�)

contient la vari�et�e de Segre V(k), rempla�cant (3) dans (5), cette derni�ere est satisfaite
identiquement et pour cela on obtient:

au�u
00�00

= 0 au�u
0�0

= �au�
0u0�

Donc (6) devient:

au�u
0�0

(xu�xu0�0 � xu�0xu0�) = 0

et �a cause de cela la quadrique consider�ee appartient au syst�eme.

Dans le cas k = 2 (voir la remarque pr�ec�edente) on obtient la vari�et�e de Segre
consider�ee dans le lemme 1.

D�emontrons que pour k > 2 le syst�eme lin�eaire de quadriques de dimension
Æ, qui est au moins:

(7) h = k(r � k + 1)� 1

la dimension de l'espace ambiant, n'a pas la matrice Jacobienne identiquement
nulle.

De (7) il s'ensuit que:

(8) 2r � k(r � k + 1)

Puisque 1 < k < r on obtient k + 1 � r.

On peut exclure le cas k+1 = r, car alors Sr�k et Sk�1 seraient respectivement
S1 et Sr�2, et en obtiendrait le r�esultat d�ej�a connu, contempl�e dans la remarque.

Il s'ensuite que r = k + 1 + !. Mais (8) est satisfait par r > k + 1, k > 2,
c'est �a dire par une des solutions suivantes:

I

�
r = 5

k = 3
; II

�
r = 6

k = 3
; III

�
r = 6

k = 4
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Les deux derni�eres solutions donnent la même vari�et�e de Segre.

Le premier cas donne: Æ = 8, h = 8, et on peut �ecrire la matrice (5) tr�es
aisement de la fa�con suivante:

(9)


x0 x3 x6
x1 x4 x7
x2 x5 x8


A cause de cela la vari�et�e de Segre V sera donn�ee par le syst�eme d'�equations:

�j = 0 (j = 0; 1; . . . ; 8)

o�u �j est le compl�ement alg�ebrique de xj dans la matrice (9).

Nous obtenons:

x0
x1

=
x3
x4

=
x6
x7

;
x0
x2

=
x3
x5

=
x6
x8

;
x1
x2

=
x4
x5

=
x7
x8

et elle est la base d'un syst�eme lin�eaire de quadriques L8 de S8.

On v�eri�e ais�ement que la Jacobienne de ce syst�eme n'est pas identiquement
nulle.

Le second cas, projectivement identique au troisi�eme, fournit un syst�eme L17
de S11, dans lequel les quadriques sont donn�ees par les mineurs du second ordre
extraits de la matrice:

(10)


x0 x3 x6 x9
x1 x4 x7 x10
x2 x5 x8 x11


et la vari�et�e de Segre Z, qui est la base du syst�eme est:

x0
x1

=
x3
x4

=
x6
x7

=
x9
x10

;
x0
x2

=
x3
x5

=
x6
x8

=
x9
x11

;
x1
x2

=
x4
x5

=
x7
x8

=
x10
x12

Consid�erons dans S11 le S8 d'�equations x9 = x10 = x11 = 0 et dans cet espace
consid�erons la vari�et�e qui annule toutes les quadriques individualis�ees par les trois
premi�eres colonnes de la matrice (10), c'est �a dire:

x0 x3 x6
x1 x4 x7
x2 x5 x8


Celle ci est la vari�et�e de Segre V consider�ee dans le cas pr�ec�edent. A cause de

cela Z est plong�ee dans la vari�et�e qu'on obtient en projetant V du plan d'�equations:

x0 = x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = x6 = x7 = x8 = 0

Si par un point g�en�erique de S11 il sortait au moins une corde de la vari�et�e
Z, projetant du susdit plan V , il r�esulterait que par un point g�en�erique de S8 il
sortirait au moins une corde de la vari�et�e V �a cause de cela la Jacobienne du syst�eme
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lin�eaire pr�ec�edent serait identiquement nulle, ce qui contredirait la d�emonstration
pr�ec�edente.

Il s'ensuit que Z est la base d'un syst�eme lin�eaire L1 de quadriques �a matrice
Jacobienne qui n'est pas identiquement nulle.

Donc le lemme est d�emontr�e.

Nous avons aussi le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme B. La vari�et�e base qui n'est pas un cône, et qui est rationnelle et
irr�eductible d'un syst�eme lin�eaire irr�eductible de quadriques Ld=r�k(r� k � d; k �

0) n'existe pas pour k > 2 et dans les autres cas il s'aĝ�t d'une: Si � V r�i
i+1 (i =

(r + k � 3)=2; k = 0; 1; 2).

D�emonstration. Commen�cons par observer que si dans Sr il existe une
vari�et�e rationnelle irr�eductible qui est la base d'un syst�eme lin�eaire irr�eductible du
quadriques �a Jacobienne de caract�eristique r�k (k � 0) dans Sr+1; Sr+2; . . . ; Sr+h

il existe respectivement des S0-cônes, S1-cônes, . . . , Sh�1-cônes, qui par un
S0; S1; . . . ; Sh�1 projetent cette vari�et�e et ils r�esultent euxmemes des vari�et�es
bases pour des syst�emes lin�eaires irr�eductibles de quadriques �a Jacobienne de car-
act�eristique r � k = r + h� (k + h).

Naturellement, dans Sr+h la vari�et�e base des syst�emes lin�eaires susdits n'est
pas �a confondre avec les Sk-cônes dont parle le th�eor�eme 2, lesquels ont pour vari�et�e
base des Sk doubles.

En sectionnant Sr+h avec Sr on obtient, �a cause d'un th�eor�eme bien connu de
Terracini [11], un syst�eme lin�eaire de quadriques de Sr ayant la même dimension et
la même caract�eristique r+h� (k+h) = r� k. C'est �a dire, on trouve un syst�eme
projectivement identique au syst�eme donn�e.

En excluant ces cas banals, observons que �a cause du th�eor�eme A la vari�et�e
irr�eductible V , base du syst�eme lin�eaire, doit être de dimension (r + k � 1)=2, et �a
cause de cela nous indiquons par:

x0 = 1; x1 = 
1(�1; �2; . . . ; �(r+k�1)=2); x2 = 
2(�1; �2; . . . ; �(r+k�1)=2); . . .

xr = 
r(�1; �2; . . . ; �(r+k�1)=2)

les �equations param�etriques de la vari�et�e base.

Naturellement les 
i(i = 1; . . . ; r) sont toutes des fonctions rationnelles aux
param�etres �1; �2; . . . ; �(r+k�1)=2.

Soit maintenant P (x0; x1; . . . ; xr) un point g�en�erique de Sr. Par P �a cause
du th�eor�eme 2, sortent 1k cordes de V . Consid�erons une des ces cordes, qui
intercoupera dans M et N la vari�et�e V . Les coordonn�ees de M et N pourront être
exprim�ees au moyen de (11).

Nous introduisons les abr�eviations:


i(�1; �2; . . . ; �(r+k�1)=2) = 
i

(i = 1; 2; . . . ; r)


i(�1; �2; . . . ; �(r+k�1)=2) = 
0

1
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o�u �s et �s (s = 1; 2; . . . ; (r + k � 1)=2) sont les valeurs des param�etres respectifs
dans M et N . Il s'ensuit que, puisque M , N , P sont trois points sur la même
droite, les mineurs du troisi�eme ordre extraits de la matrice.

(12)


x0 x1 x2 . . . xr
1 
1 
2 . . . 
r

1 
0

1 
0

2 . . . 
0

r


sont tous nuls.

Pour que cela soit vrai il faut et il suÆt que soit nul le premier mineur ainsi
que tous ceux qu'on obtient en rempla�cant �a la troisi�eme colonne successivement
toutes les autres.

On obtient ainsi un syst�eme alg�ebrique avec r � 1 equations et r + k � 1
inconnues. Puisque la caract�eristique de la Jacobienne est r� k, le point P a pour
conjugu�e un Sk, et a cause de cela il faut qu'on puisse r�esoudre notre syst�eme par
rapport �a r � 1 inconnues en fonction lin�eaires des k inconnues restantes.

Pour k = 2 dans S3 la matrice (12) se r�eduit �a quatre colonnes, et le syst�eme
alg�ebrique aux �equations:

x0 x1 x2
1 
1 
2

1 
0

1 
0

2

 = 0


x0 x1 x3
1 
1 
3

1 
0

1 
0

3

 = 0

Pour que ce syst�eme ait les solutions cherch�ees il faut que par exemple 
1 et

0

1, 
2 et 

0

2 soient des polinômes de premier degr�e par rapport �a �i et �i et qu'on
ait: 
3 = 
1
2 et 
0

3 = 
0

1

0

2.

Dans le cas r = 5 on doit ajouter �a la matrice les deux colonnes:

x2 x5

4 
5


0

4 
0

5

et pour que le syst�eme ait des solutions lin�eaires �a la mani�ere indiqu�ee, il faut que,
par exemple 
4 et 
0

4 soient des polynômes lin�eaires en �i et �i et il faut que:


5 = (
1 + a2
2)
4; 
0

5 = (
0

1 + a02

0

2)

0

4

avec a2, a
0

2 constantes.

En continuant ainsi on voit que les colonnes successives, prises deux �a deux,
sont compos�ees par des polynômes de premier degr�e et par le produit des 
i+2

et 
0

i+2, qui sont des combinaisons lin�eaires des 
i et 

0

i (i 6= 1) pr�ec�edentes. Il
s'ensuit que la vari�et�e base V aura des �equations param�etriques du type:

x0 = 1; x1 = 
1; x2 = 
2; x3 = 
1
2; x4 = 
4; x5 = (
1 + a2
2)
4; x6 = 
6;

x7 = (
1 + a2
2 + a4
4)
6; . . . ; xr�1 = 
r�1; xr =
�

1 +

(r�1)=2X
i=1

a2i
2i

�

r�1:

(13)
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Naturellement, l'ordre des coordonn�ees pourra être divers, mais dans l'ensem-
ble, en excluant deux variables, par exemple x0 et x1, comme dans le cas ci dessu, il
devra exister autant de coordonn�ees �egales �a des polynômes de premier degr�e en �i,
�i que de coordonn�ees �egales aux produits du polynome 
i+2 pour des combinaisons
lin�eaires des 
i, qui les pr�ec�edent.

Observons que (13) annulent les quadriques suivantes:

x0x3 = x1x2 dans S3
x0x5 = x4(x1 + x2) dans S5
x0x7 = x6(x1 + x2 + x4) dans S7 etc.

Mais le nombre d+1 des quadriques lin�eairemens ind�ependantes ne peut pas
être inf�erieur �a r�2, qui est la caract�eristique de la Jacobienne du syst�eme lin�eaire
donn�e.

Il en r�esulte qu'il existe une seule possibilit�e pour (13): il faut que les a2i (i =
1; 2; . . . ; (r � 1)=2) soient tous nuls. En ce cas on obtient:

x0 = 1; x1 = 
1; x2 = 
2; x3 = 
1
2; x4 = 
4; x5 = 
1
4; x6 = 
6;

x7 = 
1
6; . . . ; xr�1 = 
r�1; xr = 
1
r�1:

En �eliminant les 
i on trouve que la vari�et�e base est donn�ee par:

x0
x1

=
x2
x3

= � � � =
xr�1
xr

qui est exactement la vari�et�e de Segre contempl�ee dans le lemme 1.

Elle est aussi une Si�V
r�i
1+i (i = (r�1)=2). C'est �a dire une V

(r+1)=2
(r+1)=2 rationnelle

normale form�ee par 11 S(r�1)=2 qui s'appuyent �a des droites gauches. Il n'y a pas
moyen pour k > 2 d'obtenir des vari�et�es bases qui ne sont pas des cônes, parce que
k ne peut pas être impair. En e�et si k = 2h+1, les h
i et les h


0

i corr�espondantes
devraient avoir tous leurs param�etres identiques, pour que le nombre des variables
ind�ependantes soit impair. Mais dans ce cas il s'aĝ�rait de Sh�1-cônes c'est �a dire
du cas que nous avons d�ej�a exclus.

D'autre part si k > 2, le nombre k ne peut pas être pair, parce que 
i et 

0

i

devraient être des fonctions lin�eaires d'au moins quatre d'entre elles (deux 
s et
deux 
0

s) et ce fait rendrait le syst�eme alg�ebrique d'un degr�e sup�erieur au premier
par rapport aux inconnues restantes, ce qui est impossible.

Il faut maintenant examiner seulement les cas k = 1 et k = 0. Pour k = 1 on
pourra obtenir la vari�et�e base W de Sr en sectionnant la V de Segre de Sr+1 ou un
S0-cône de Sr+1 avec un hyperplan. Mais l'S0-cône ne pourra être constitu�e que
par la projection de W de Sr d'un point de Sr+1, et pour cela dans les deux cas il
s'âgit de la même vari�et�e. Cette vari�et�e, apr�es un bon choix de r�ep�eres se r�eduit �a
la forme canonique suivante:

x0
x1

=
x1
x2

=
x3
x4

=
x5
x6

= � � � =
xr�1
xr

(r est un nombre pair)
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Il s'aĝ�t d'une Si � V r�i
1+i avec i = (r � 2)=2, c'est �a dire d'une V

(r+2)=2
r=2

rationnelle normale constitu�ee (voir [2]) par les espaces S(r�2)=2, qui s'appuyent �a
une conique et �a des droites gauches.

Pour k = 0 la vari�et�e Z en Sr s'obtiendra en sectionnant une vari�et�e de Segre
V du type d�ej�a �etudi�e, ou bien un S1-cône de Sr+2 (r est nombre impair).

Si r + 2 = 7 on obtient une vari�et�e rationnelle de S5 di�erent de la vari�et�e
de Veronese, parce que cette derni�ere vari�et�e ne poss�ede pas de points doubles
appartents, et pour cela elle est la base d'un syst�eme lin�eaire de quadriques �a
Jacobienne d�etermin�ee.

Donc, la vari�et�e en question est n�ecessairement la vari�et�e r�egl�ee rationnelle
de S5, dont les �equations canoniques sont:

x0
x1

=
x1
x2

=
x3
x4

=
x4
x5

ou bien:
x0
x1

=
x1
x2

=
x2
x3

=
x4
x5

Dans Sr (r > 5, r est un nombre impair) on obtient:

x0
x1

=
x1
x2

=
x3
x4

=
x4
x5

=
x6
x7

=
x8
x9

= � � � =
xr�1
xr

ou bien:
x0
x1

=
x1
x2

=
x2
x3

=
x4
x5

=
x6
x7

=
x8
x9

= � � � =
xr�1
xr

Il s'aĝ�t donc de Si � V r�i
1+i (i = (r � 3)=2) c'est �a dire de vari�et�es rationnelles

normales V
(r+1)=2
(r�1)=2 de Sr constitu�ees par1

1 S(r�3)=2 qui s'appuyent �a deux coniques

ou bien �a une cubique de S3 et �a des droites gauches. Le th�eor�eme est d�emontr�e.
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