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SUR LE PROBL�EME DE SATURATION DES INT�EGRALES

SINGULI�ERS DANS UN ESPACE DE FONCTIONS

Milo�s Tomi�c

Sommaire. Dans ce travail on consid�ere le probl�eme de saturation des int�egrales singuli�ers
dans l'espace M�(Rn) des fonctions localement int�egrables dans Rn. Les classes de saturation

sont caract�eris�ees par le prodit j x jr Æf̂ o�u f̂ est la transformation de Fourier de la fonction
f 2 M�(Rn); 0 < � < r. Nous donnons l'application des r�esultats obtenus pour les int�egrales
singuli�ers de Weierstrass et de Poisson.

..

1. Introduction. Le probl�eme de saturation des integral�es singuli�ers dans
l'espace Lp(Rn) est consid�er�e dans [1, 3, 5, 6] o�u certaines caract�eristiques des
classes de saturation sont donn�ees. Dans [5] et [6] les classes de saturation dans

l'espace Lp(Rn); 1 � p < 1, sont d�etermin�ees �a l'aide du produit (1+ j x j2)r=2f̂
o�u j x j2= x21+ � � �+x2n et f̂ et la transformation de Fourier de la fonction f . Dans
[10] on consid�ere le probl�eme de saturation des int�egrales singuli�ers des fonction
d'une variable localement int�egrables et les classes de saturation sont caract�eris�ees

�a l'aide du produit j x jr Æf̂ ; r > 0. Le r�esultat du travail [10] est obtenu en
utilisant la notion de la distribution born�ee et les r�esultats concernant cette notion.

Nos r�esultats di��erent des articles cit�es dans ce travail: 1) nous d�eterminons
les classes de saturation dans l'espaceM�(Rn) des fonctions localement int�egrables

de plusieurs variables et ces classes sont caract�eris�ees �a l'aide du produit j x jr Æf̂ ,
2) dans la d�emonstration des th�eorem�es nous utilisons le r�esultat que (1+ j x j2
)�=2 j [j u jr s(u)] ^ (x) j� C; 0 < � < r; s 2 S(Rn), (le th�eor�eme 2.1.), 3) nous
appliquerons les th�eor�emes de saturation aux int�egrales singuli�ers de Weierstrass et
de Poisson, 4) les classes de saturation dans Lp(Rn); 1 � p <1, sont caract�eris�ees

�a l'aide du produit j x jr Æf̂ (l'espace Lp est l'espace des fonctions �a p-i�eme puissance
integrables sur Rn).
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Maintenant nous donnerons les notions lesquelles nous utiliserons dans ce
travail.

Le symbole Rn d�esigne, d'habitude, l'espace d'Euclide de dimension n dont
chaque point x est d�e�ne par coordonn�ees r�eelles x1; . . . ; xn. La longueur du vecteur
x est j x j= (x21 + � � �+ x2n)

1=2.

Par le symbole S = S(Rn), (v. [9, 11, 16]), nous d�esignerons l'espace des
fonctions s = s(x) ind�e�niment d�erivables, por lesquelles sup

x
(1+ j x j2)�=2 j

s(k)(x) j< 1 pour n'importe quel nombre � � 0 et le vecteur entier non n�egatif
k = (k1; . . . ; kn). On appelle S0 = S0(Rn) le dual de l'espace S, c'est-�a-dire S

0 est
l'espace des formes lin�eaires et continues d�e�nies pour s 2 S(Rn). La forme de S0

est appell�ee la distribution �a croissance lente ou temp�er�ee.

La transformation de Fourier f̂ = F(f) de la distribution f 2 S0 est d�e�nie

par l'�egalit�e hf̂ ; si = hf; ŝi; s 2 S. La transformation F�1 qui est r�eciproque �a F ,
est d�e�nie de la même mani�ere.

D�e�nition 1.1. L'espace M� = M�(Rn); � > 0, est l'espace des fonctions
f(x) qui sont sommables localement sur Rn et pour lesquelles la norme est

kfkM� =

Z
j f(x) j (1+ j x j2)��=2dx <1;

Z
=

Z
Rn

:

Si la fonction H v�eri�e la condition

(1.1) (1+ j x j2)�=2H(x) 2 L1(Rn)
la convolutin H � f qui est donn�ee par l'�egali�e

(1.2) (H � f)(x) = (2�)�n=2
Z
f(u)H(x� u)du

Z
=

Z
Rn

existe pour f 2M�(Rn) et on a

(1.3) kH � fkM� � C1kfkM�k(1+ j x j2)�=2H(x)k1
o�u la constante C1 ne d�epend pas de f et H.

L'in�egalit�e (1.3) r�esulte de (1.2) en vertu de l'in�egalit�e

(1.4)
1

1+ j x� y j2 � C2
1+ j x j2
1+ j y j2 ; (C2 = constante)

et l'in�egalit�e (1.4) r�esulte de (v.[11, VII, 5; 7])

1+ j � j2� C2(1+ j � j2)(1+ j � + � j2):

De�nition 1.2. L'espace N� = N�(Rn); � > 0, est l'espace des fonctions
d'ensembles � r�eguli�eres et denombrablement additives qui sont d�e�nies pour tout
ensemble bor�elies born�e B � Rn et pour lesquelles la norme est

k�kN� =

Z
(1+ j x j2)��=2d j � j<1;

Z
=

Z
Rn

:
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D�e�nition. 1.3. L'espace C� = C�(Rn); � � 0, est l'espace des fonctions
continues ' pour lesquelles

lim
jxj!1

(1+ j x j2)�=2'(x) = 0

et la norme
k'kC� = sup

x
(1+ j x j2)�=2 j '(x) j :

Nous allons prouver que l'espace N� est le dual de C�; (� > 0), et par N�
nous d�eterminerons les classes de saturation des int�egrales singuli�ers.

En particulier, nous consid�erons les int�egrales singuli�ers de Weierstrass et de
Poisson pour lesquelles le noyau H(x) = Hr(x) est donn�e �a l'aide de la transforma-
tion de Fourier, (v. [5, 6],

(1.5) Ĥr(x) = e�jxj
r

; r > 0:

Dans cela nous servons de la d�esignation suivante:

(1.6) H = Hr
�(u) = �nHr(�u); Ir�(f; x) = (f � Hr

�)(x); � > 0:

2. Sur un produit de distributions. Nous donnerons la d�e�nition du
produit �a l'aide duquel les classes de saturation sont caract�eris�ees. En outre, nous
prouverons les propri�et�es de ce produit que nous utilisons dans ce travail.

D�e�nition 2.1. OM� est l'espace des fonctions �(x); x 2 Rn, pour lesquelles
�s 2 L1(Rn) pour toute s 2 S, et

sup
x
(1+ j x j2)�=2 j [�(u)s(u)] ^ (x) j<1:

D�e�nition 2.2. Soient f 2 M� et � 2 OM� . Le produit � Æ f̂ est donn�e par
l'�egalit�e

h� Æ f̂ ; si =
Z
f(x)[�(u)s(u)] ^ (x)dx; s 2 S:

Remarque 2.1 Il est facile de voire que OM � OM� , o�u OM est l'espace des

fonctions ind�e�nament d�erivables �a croissance lente. Si � 2 OM , alors � Æ f̂ = �f̂ .

En outre, on peut avoir l'�egalit�e � Æ f̂ = �f̂ pour quelque f si � n'appartient pas

�a OM ; par example, j x jr Æŝ =j x jr ŝ pour s 2 S et j x jr Æf̂ =j x jr f̂ pour
f 2 Lp(Rn); 1 � p � 2.

La d�e�nition 2.2. donne la possibilit�e de d�e�nir la notion de la d�eriv�ee de
Riesz pour les fonctions f 2M�(Rn).

D�e�nition 2.3. On dit que la distribution g 2 S0 est la d�eriv�ee de Riesz
d'ordre r de la fonction f 2M�(Rn) si on a

j x jr Æf̂ = ĝ:
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Cette d�eriv�ee est d�esign�ee par g = ffrg = Drf:

Nous allons utiliser les propri�et�es suivantes concernant le produit d�e�ni:

Th�eor�eme 2.1 [15]. Soit 0 < � < r. Alors pour toute fonction s 2 S on a

sup
x
(1+ j x j2)�=2 j [j y jr s(y)] ^ (x) j<1:

Pour n'importe quel nombre r > 0 et pour toute fonction s 2 S, la fonction
[j y jr s(y)] ^ (x) appartient �a l'espace Lp(Rn) pour tout p 2 [1;1].

Ces assertions sont vraies aussi pour la transformation inverse de Fourier F�1.

Th�eor�eme 2.2. [15]. Pour f 2 M�(Rn); 0 < � < r, le produit j x jr Æf̂ est
la distribution de S0.

Les d�emonstration pour ces th�eor�emes sont donn�ees dans [15]. Dans la
d�emonstration du th�eor�eme 2.2. on utilise le th�eor�eme 2.1.

Th�eor�eme 2.3. Soit �r = (j x jr)^ et f 2 M�(Rn); 0 < � < r. Alors pour
toute fonction s 2 S on a

sr = �r � s(2.1.)

hj x jr Æf̂ ; si =
Z
f(x)ŝfrg(x)dx:(2.2)

Th�eor�eme 2.4. Soit f 2 M�; 0 < � < r, et supposons que la fonction g(x)
soit telle que l'int�egrale de g(x)s(x) existe pour toute s 2 S. Alors l'�egalit�e

(2.3)

Z
f(x)sfrg(x)dx =

Z
g(x)s(x)dx; 8 s 2 S;

est �equivalente �a l'�egalit�e

(2.4) g = ffrg:

Th�eor�eme 2.5. Supposons que la fonction H 2 L1 soit paire et telle que,
pour un certain nombre � > 0, la condition (1.1) soit vraie. Alors pour f 2M�(Rn)

le produit Ĥ Æ f̂ est la distribution de S0 et l'�egalit�e

(2.5) (H � f)^ = Ĥ Æ f̂
est vraie.

Th�eor�eme 2:6. Soit ffrg 2 M�; 0 < � < r et supposons que la fonction h
soit paire et qu'elle v�er�e la condition (1:1) Alors on a

(j u jr Æĥ) Æ f̂ =j u jr Æ(ĥ Æ f̂) = ĥ Æ (j u jr Æf̂):
D�emonstration du th�eor�eme 2.3. D'apr�es la d�e�nition de la d�eriv�ee de Riesz,

en utilisant l'�egalit�e (�r � s)^ = �̂r ŝ =j x jr ŝ, pour � 2 S, on a

(2.6) h(sfrg)^; �) = hj x jr Æŝ; �i = hj x jr ŝ; �i = h(�r � s)^; �i:
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De (2.6) nous d�eduisons (2.1). Puisque (v. [11, VI, 8; 4]

(uv)^ = û � v̂; u 2 S0; v 2 S;
en vertu de la d�e�nition 2.2. et de l'�egalit�e (2.1), nous obtenons (2.2).

Remarque 2.2. En vertu du th�eor�eme 2.1, nous concluons que, pour 0 < � < r,
on a

(1+ j x j2)�=2 j sfrg j= (1+ j x j2)�=2 j F�1(j u jr ŝ) j� C

o�u la constante C ne d�epend pas de x 2 Rn.
Corollaire 2.1. D' apr�es (2:2), pour f 2M�; 0 < � < r, on obteint

hffrg; si =
Z
f(x)sfrg(x)dx; s 2 S:

D�emonstration du th�eor�eme 2.4. En utilisant (2.3) on obtient

hĝ; si = hg; ŝi =
Z
f(x)ŝfrg(x)dx

d'ou, en v�ertu de (2.2), nous d�eduisons hĝ; si = hj x jr Æf; si. Cela, d'apr�es la
d�e�nition 2.3, signi�e que (2.4) est vraie.

Inversement, supposons que (2.4) est vraie. Pour '̂ = s; (' 2 S), on aZ
g(s)s(x)dx = hg; si = hĝ; 'i = hj x jr Æf̂ ; 'h=

=

Z
f(x)[j y jr '(y)] ^ (x)dx =

Z
f(x)(�r � '̂)(x)dx =

Z
f(x)(�r � s)(x)dx;

d'o�u, en vertu de (2.1 nous d�eduisons (2.3).

D�emonstration du th�eor�eme 2.5. En vertu des suppositions du th�eor�eme, nous
concluons que Ĥ 2 OM� , parce que, en utilisant l'�egalit�e (Ĥs)^ = H�ŝ et l'in�egalit�e
(1.4), on obtient

j (Ĥs)^ �
Z
H(u)ŝ(x � u) j du �

� C(1+ j x j2)��=2
Z
(1+ j u j2)�=2 j H(u) j du; s 2 S;

C'est pourquoi on a

(2.7) hĤ Æ f̂ ; si =
Z
f(x)(H � ŝ)(x)dx:

En appliquant le th�eor�eme de Fubini et en tenant compte du fait que la
fonction H est paire, de (2.7) nous obtenons:

(2.8) hĤ Æ f̂ ; si =
Z
(H � f)(x)ŝ(x)dx:
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En vertu de (2.8) et (1.3) pour sj 2 S, on a

j hĤ Æ f̂ ; sji j=
Z j (H � f)(x) j

(1+ j x j2)�=2 (1+ j x j2)�=2 j ŝj(x) j dx � C �K(�; 0; ŝj)

pour � � �, d'o�u n conclut que hĤ Æ f̂ ; sji ! 0 lorsque sj ! 0 dans S. Ainsi nous

avons prouv�e que Ĥ Æ f̂ est la distribution de S0.

Maintenant, en utilisant (2.7) et (2.8), nous obtenons

(2.9) h(H � f)^; si = hH � f; ŝi = hĤ Æ f̂ ; si; s 2 S:

De (2.9) nous d�eduisons (2.5). Le th�eor�eme 2.5. est d�emontr�e

Remarque 2.3. Si, pour f 2M�; 0 < � < r, nous posons

h�r � f; si =
Z
f(x)(�r � s)(x)dx; s 2 S;

alors ffrg = �r � f .
Remarque 2.4. Si nous supposons que la fonction paire h stisfait �a la condition

(1.1), alors j u jr ĥ(u) 2 OM� et j u jr Æĥ =j u jr ĥ:
En e�et nous avons

j [j u jr ĥ(u)s(u)]^ j=j [j u jr s(u)] ^ �h j�(2.10)

� C1

Z j h(u) j
(1+ j x� v j2)�=2 dv �

C2
(1+ j x j2)�=2 ; (Ci = const.):

Cela signi�e que sup
x
(1+ j x j2)�=2 j (h � sfrg)(x) j<1.

D�emonstration du th�eor�eme 2.6. Pour s 2 S on a

hF�1[(j u jr) Æ ĥ) Æ f̂ ]; si = h(j u jr ĥ) Æ f̂ ;F�1(s)i =

=

Z
f(x)[j u jr ĥF�1(s)] ^ (x)dx =

Z
f(x)[j u jr ĥ) ^ �s](x)dx =

=

Z
f(x)(hfrg � s)(x)dx =

Z
(f � hfrg)(x)s(x)dx

d'o�u

(2.11) F�1[(j u jr ĥ) Æ f̂ ] = f � hfrg:

Puisque ffrg 2M� nous avons

hF�1[ĥ Æ (j u jr Æf̂)]; si =
Z
ffrg(x)[ĥF�1(s)] ^ (x)dx =

=

Z
ffrg(x)(h � s)(x)dx =

Z
(ffrg � h)(x)s(x)dx
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d'o�u

(2.12) F�1[ĥ(j u jr Æf̂)] = ffrg � h:

En utilisant les th�eor�emes 2.4 et 2.5 nous avons aussi

hF�1[j u jr Æ(ĥ Æ f̂)]; si =
Z
(h � f)(x)[j u jr F�1(s)] ^ (x)dx =

=

Z
(h � f)(x)sfrg(x)dx =

Z
(h � f)frg(x)s(x)dx

et puis

(2.13) F�1[j u jr Æ(ĥ Æ f̂)] = (h � f)frg:

Maintenant nous prouverons l'�egalit�e des convolutions de (2.11), (2.12),
(2.13). Pour s 2 S nous avons

h[(h � f)frg]^; si =i j u jr Æ(h � f)^; sh=

=

Z
(h � f)(x)(j u jr s) ^ (x)dx =

Z
f(x)[h � (j u jr s)^](x)dx =

=

Z
f(x)(h � ŝfrg)(x)dx

en vertu duqel on obtient

(2.14) h(h � f)frg; si =
Z
f(x)(h � sfrg)(x)dx:

En utilisant le th�eore�eme 2.5. on obtient

h(f � hfrg)^; si =h(hfrg) ^ Æf̂ ; si = h(j u jr ĥ) Æ f̂ ; si =

=

Z
f(x)(j u jr ĥs) ^ (x)dx =

Z
f(x)(h � sfrg)(x)dx:

Cela signi�e qu'on a

(2.15) hf � hfrg; si =
Z
f(x)(h � sfrg)(x)dx

Pour la convolution h � ffrg on a

(2.16) hh � ffrg; si =
Z
h(t)dt

Z
ffrg(x� t)s(x)dx:

On peut voir qu'on a

Z
ffrg(x� t)s(x)dx =

Z
ffrg(u)s(u+ t)du;(2.17)

[s(�+ t)]frg(u) = sfrg(u+ t):(2.18)
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En utilisant le th�eor�eme 2.4 et l'�egalit�e (2.18) nous obtenons

(2.19)

Z
ffrg(u)s(u+ t)du =

Z
f(u)sfrg(u+ t)du

Maintenant en vertu de (2.16), (2.17) et (2.19) nous d�eduisons

hh � ffrg; si =
Z
h(t)dt

Z
f(u)sfrg(u+ t)du =

=

Z
h(t)dt

Z
f(x� t)sfrg(x)dx =

Z
(h � f)(x)sfrg(x)dx

et puis

(2.20) hh � ffrg; si =
Z
f(x)(h � sfrg)(x)dx:

Finalement, en vertu de (2.14), (2.15), (2.20) on obtient

(2.21) (h � f)frg = hfrg � f = h � ffrg:

Le th�eoreme 2.6. est d�emontr�e.

3. Le dual de l'espace C�. Pour caract�eriser les classes de saturation dans
M� nous utiliserons le dual de l'espace C�.

Th�eor�eme 3.1. [4, IV, 6.3]. Pour tout fonctionnel f sur C0(Rn), c'est-�a-
dire pour f 2 C 00, il existe une fonction d'ensemble � r�eguli�ere et d�enombrablement
additive d�e�nie sur l'algebre � des ensembles bor�eliens de Rn telle que

f(') =

Z
'(x)d�; ' 2 C0;

avec kfk = var � =j � j.
Remarque 3.1. Une assertion sur le dual des certaines est donn�ee dans [7],

(proposition 4.11.2). Nous avons besoin du th�eor�eme 3.2 pour lequel nous donnerons
la d�emonstration en utilisant le th�eor�eme 3.1. de Riesz et le th�eor�eme de Radon-
Nikodym.

Th�eor�eme 3.2. Pour tout fonctionnel f sur C�(Rn); � > 0; (f 2 C 0�), il
existe � 2 N�(Rn) telle que

(3.1) f(') =

Z
'(x)d�; ' 2 C�;

avec kfk = k�kN�. Cela signi�e que N�(Rn) est le dual de l'espace C�(Rn), c'est-
�a-dire C 0� = N�.

D�emonstration du th�eor�eme 3.2. Nous predrons l'application � : C2 ! C0
d�e�nie par l'�egalit�e �(') = (1+ j x j2)�=2'(x); (' 2 C�;�(') 2 C0; k�k = 1).
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Pour f 2 C 0�; ' 2 C�, on a f(') = (f��1)�(') et puis, en vertu du th�eor�eme
3.1, nous concluons qu'il existe une fonction d'ensembles � convenant au fonctionnel
f��1 2 C 00, telle que

(f��1)(�(')) =

Z
�(')Æ� et j � j= kfk:

On obtient

f(') =

Z
'(x)(1+ j x j2)�=2d�:

La fonction d'ensembles � est d�e�nie par l'�egalit�e

�(E) =

Z
E

(1 + x2)�=2d�:

Alors (v. [4, III, 10.6]) on a

(3.2)

Z
Rn

'(x)(1+ j x j2)�=2d� =

Z
Rn

'(x)d�:

Cela signi�e qu'on a

(3.3) f(') =

Z
Rn

f(x)d�:

Nous introduisons la d�esignation suivante:

(3.4) �(E) =

Z
E

(1+ j x j2)��=2d�

Alors on a

(3.5)

Z
Rn

'(x)(1+ j x j2)�=2d� =

Z
Rn

'(x)d�:

En comparant (3.2) et (3.5) nous obtenons que � = � et cela, d'apr�es (3.4),
signi�e que

(3.6) �(E) =

Z
E

(1+ j x j2)��=2d�:

De (3.6) il r�esulte que

(3.7) j � j= k�kN� ; (j � j= kfk)

Maintenant, d'apr�es (3.3) et (3.7), on obtient l'aÆrmation du th�eor�eme 3.2.

Corollaire 3.1. Pour toute fonction g 2M� il existe une � 2 N� telle que

(3.8)

Z
Rn

g(x)'(x)dx =

Z
Rn

'(x)d�; 8' 2 C�:
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D�emonstration. La fonction g 2 M� d�e�nit le fonctionnel f sur C� par
l'�egalit�e

f(') =

Z
Rn

g(x)'(x)dx

et, en vertu du th�eor�eme 3.2, il existe une � 2 N� pour laquelle (3.8) est vraie.

Dans cela on a j f(') j� kgkM�k'kC� c'est-�a-dire kfk � kgkM� .

En outre, en vertu du th�eor�eme 3.2 on a kfk = k�kN� . Donc on a

k�kN� = kgkM� :

Corollaire 3.2. Toute suite born�ee f �g dans M�(Rn) contient une sous-
suite qui converge faiblement vers � 2 N�(Rn).

D�emonstration. Soit pour  � 2 M�; k �kM� � K o�u la constante K ne
d�epend pas de �. Supposons que, pour � = � � 2 N�, on ait (3.8) et

k� �kN� � k �kM� � K:

En vertu du th�eor�eme sur la compacit�e faible r�esulte l'existence de la sous-
suite �j et � 2 N� telles que � �j converge faiblement vers �, c'est-�a-dire

(3.9) lim
�j!1

Z
Rn

'(x)d� �j =

Z
Rn

'(x)d�; 8' 2 C�:

De (3.9) en vertu de (3.8) on obtient

lim
�j!1

Z
Rn

'(x) �j (x)dx =

Z
Rn

'(x)d�; 8' 2 C�:

Remarque 3.2. On peut associer �a la fonction g 2 M�(Rn) la fonction
d'ensembles �g 2 N�(Rn) �a l'aide de l'�egalit�e

�g(B) =

Z
B

j g(x) j dx

o�u B est l'ensemble bor�elien born�e. Alors (v. [4], III, 10.6) on a

k�gkN� =

Z
(1+ j x j2)��=2d�g =

Z
(1+ j x j2)��=2 j g(x) j dx = kgkM� :

Cela signi�e que l'espace M� est isom�etrique �a un sous-espace de N�.

Remarque 3.3. Pour H satisfaisant �a la condition (1.1) et pour � 2 N� la
convolution H�d� appartient �aM�. En outre, si pour f 2M�; g = � 2 N�; s 2 S
l'�egalit�e (2.4) est vraie, alors �̂ =j x jr Æf̂ , c'est-�a-dire � = ffrg.

Remarque 3.4. Nous utiliserons aussi le symbole L�p; 1 � p <1, o�u L�p = Lp
pour 1 < p <1 et L�1 est l'espace des mesures born�ees sur Rn.
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4. La convergence des int�egrales singuli�eres dans M�. Dans ce para-
graphe nous allons consid�erer la convergence des int�egrales singuli�eres (1.2) dans
l'espace M�(Rn).

Th�eor�eme 4.1. Soit H(u; �); � > 0, le noyau satisfaisant aux conditionsZ
Rn

H(u; �)du = (2�)n=2;(4.1.)

Z
Rn

(1+ j u j2)�=2 j H(u; �) j du � C1(4.2)

lim
�!1

Z
juj�Æ

(1+ j u j2)�=2 j H(u; �) j du = 0; (Æ > 0);(4.3)

o�u la constante C1 ne d�epend pas de � > 0.

Alors, pour f 2M�(Rn), on a

k[H(u; �) � f(u)](x)kM� � C2(4.4)

lim
�!1

k[H(u; �) � f(u)](x)� f(x)kM� = 0(4.5)

o�u la constante C2 ne d�epend pas de �.

Corollaire 4.1. Soit H une fonction satisfaisant aux conditions (1:1) et
(4:1) et soit H�(u) = �nH(�u); � > 0. Alors, pour f 2M�(Rn), on a

(4.6)
kH� � fkM� � C3

lim
�!1

kH� � f � fkM� = 0

o�u la constante C3 ne d�epend pas de �.

D�emonstration du th�eor�eme 4.1. En utilisant l'in�egalit�e (1.4) on obtient (4.4).

Nous allons d�emontrer (4.5). On a

k[H(u; �) � f(u)](x)� f(x)kM� �
Z

j H(u; �) j kf(x� u)� f(x)kM�du =

(4.7)

=
�Z

juj�Æ

+

Z
juj>Æ

�
j H(u; � j kf(x� u)� f(x)kM�du = I1 + I2:

Pour �eveluer l'int�egrale I1 de (4.7) nous avons besoin du lemme suivante:

Lemme 4.1. Pour f 2M�(Rn) on a

(4.8) lim
h!0

kf(x+ h)� f(x)kM� = 0:

D�emonstration du lemme 4.1. Nous avons

kf(x+ h)� f(x)kM� �
www f(x+ h)

1+ j x j2)�=2 �
f(x+ h)

(1+ j x+ h j2)�=2
www
1
+(4.9)

+
www f(x+ h)

(1+ j x+ h j2)�=2 �
f(x)

1+ j x j2)�=2
www
1



104 Tomi�c

o�u le symbole k � k1 d�esigne la norme dans l'espace L1(Rn). Puisque

'(x) = f(x)(1+ j x j2)�=2 2 L1(Rn):
de (4.9) on obtient

(4.10) lim
h!0

kf(x+ h)� f(x)kM� � lim
h!0

www f(x+ h)

1+ j x j2)�=2 �
f(x+ h)

(1+ j x+ h j2)�=2
www
1
:

On aZ??? f(x+ h)

(1+ j x j2)�=2 �
f(x+ h)

(1+ j x+ h j2)�=2
???dx=

Z ??? f(u)

(1+ j u� h j2)�=2 �
f(u)

(1+ j u j2)�=2
???du

En vertu de (1.4) nous avons

??? f(u)

(1+ j u� h j2)�=2 �
f(u)

(1+ j u j2)�=2
??? � C4(�)

j f(u) j
(1+ j u j2)�=2

si j h j� 1 (puisque h! 0 nous pouvons consid�erer que j h j� 1). Cela signi�e que
nous pouvons faire l'operation lim sous le signe d'int�egration, en vertu de quoi en
utilisant (4.10) on obtient (4.8). Le lemma est d�emontr�e.

Nous continuons la d�emonstration du th�eor�eme 4.1. En vertu du lemme 4.1.
pour tout " > 0 il existe un Æ(") > 0 tel que

(4.11) I1 < ":

Maintenant d�emontrons que

(4.12) lim
�!1

I2 = 0:

Il suÆt de d�emontrer que

(4.13) lim
�!1

Z
juj>Æ

j H(u; �) j kf(x� u)kM�du = 0

On a
Z
juj>Æ

kf(x� u)kM� j H(u; �) j du =

Z
juj>Æ

�Z j f(y) j dy
(1+ j u+ y j2)�=2

�
j H(u; �) jdu �

� C5

Z
juj>Æ

(1+ j u j2)�=2 j H(u; �) j du
Z
(1+ j y j2)��=2 j f(y) j dy

d'ou, en utilisant (4.3), nous obtenons (4.13). De (4.13) on obtient (4.12).

Maintenant de (4.7), en vertu de (4.11), (4.12), on obtient (4.5). Le th�eor�eme
4.1. est d�emontr�e.

5. Sur les classes de saturation dans M� et Lp. Dans ce paragraphe
nous allons d�emontrer les th�eor�emes sur la saturation en utilisant les r�esultats
pr�ec�edents.
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Th�eor�eme 5.1. Soit H(u) une fonction paire satisfaisant aux conditions (1:1)
et (4:1), et supposons qu'il existe des nombres r > 0; b 6= 0 et une fonction h(u)
satisfaisant aux conditions (1:1) et (4:1), telle que

(5.1) 1� Ĥ(�) = b j � jr ĥ(�):

Alors, pour la convolution H� � f de la fonction f 2M�(Rn); 0 < � < r. et
du noyau H�(u) = �nH(�u); � > 0, les assertions suivantes sont vraies:

(i) Si

(5.2) kH� � f � fkM� = o(��r); �!1;

alors ffrg = 0.

(ii) Si

(5.3) kH� � f � fkM� = O(��r); �!1;

alors ffrg 2 N�(Rn).
(iii) Si pour f 2M� la d�eriv�ee ffrg appartient �a N�, alors (5:3) est vraie.

Th�eor�eme 5:2. Supposons que la foction paire H(u) 2 L1(Rn) v�eri�e la
condition (4:1) et supposons qu'il existe des nombres r > 0; b 6= 0 et une fonction
h(u) 2 L1(Rn) satisfaisant �a la condition (4:1) telle que (5:1) est vraie.

Alors, pour la convolution H� � f de la fonction f 2 Lp(Rn); 1 � p < infty,
et du noyau H�(u) = �nH(�u) les assertins (i), (ii), (iii) du th�eor�eme 5:1 sont
vraies o�u nous �ecrivons k � kp au lieu de k � kM� et L�p au lieu de N�. Dans cela
L�p = Lp pour 1 < p <1 et L�1 est l'espace des mesures born�ee sur Rn.

Pour d�ementrer les th�eor�emes 5.1 ot 5.2 nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 5.1. Soit H une fonction satisfaisant aux conditions du th�eor�eme 5:1.
Alors, pour f 2M�(Rn) et s 2 S(Rn), on a

(5.4) lim
�!1

Z
Rn

f(x)f�r[s(x) � (H� � s)(x)] � bsfrg(x)gdx = 0

D�emonstration du lemme 5.1. Puisque H�(u) = �nH(�u), on a Ĥ�(u) =

Ĥ(u=�). C'est pourquoi, en vertu de (5.1), on obtient

�r(s�H� � s)^ = �r(1� Ĥ�)ŝ = �r[1� Ĥ(u�)]ŝ(u) = b j u jr ŝ(u)ĥ(u=�)
et ensuite

(5.5) �r(s�H� � s)(x) = b(sfrg � h�)(x):

En utilisant (5.5), nous concluons que (5.4) est �equivalent �a

lim
�!1

Z
Rn

f(x)f(sfrg � h�)(x) � sfrg(x)gdx = 0
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En tenant compte de la condition (1.1) pour h, en vertu de (2.10), (remarque
2.4), nous obtenons

j (sfrg � h�)(x) j� C(1+ j x j2)��=2; (C = const.)

Cela signi�e que nous pouvons faire l'op�eration lim sous le signe d'int�egration,
en vertu de laquelle, en tenant compte de

lim
�!1

sup
x
j (sfrg � h�)(x) � sfrg(x) j= 0:

on obtient (5.4). Le lemme 5.1. est d�emontr�e.

Remarque 5.1. De la même mani�ere nous concluons que (5.4) est vraie aussi
pour f 2 Lp; 1 � p <1; s 2 S, si les fonction H et h sont telles que les convolu-

tions H� � f et h� � f convergent dans l'espace Lp. Alors s
frg � h� 2 Lq parce que

sfrg pour tout q 2 [1;1], (th�eor�eme 2.1), et il s'ensuit que j f(sfrg � h�) j�  o�u
 2 L1. Cela signi�e qu'on peut faire l'op�eration lim dans l'int�egrale (5.4), et puis
on obtient l'aÆrmation de (5.4).

D�emonstration du th�eor�eme 5.1. (i) Du fait que le noyau H est pair on aZ
f(x)(H� � s)(x)dx =

Z
(H� � f)(x)s(x)dx:

C'est pourquoi, en vertu du lemme 5.1, on obtient

(5.6) lim
�!1

�r
Z
[f(x)� (H� � f)(x)]s(x)dx = b

Z
f(x)sfrg(x)dx:

De la condition (5.2) il r�esulte

(5.7) lim
�!1

�r
Z
(f �H� � f)(x)s(x)dx = 0

pour toute s 2 S.
De (5.6) et (5.7) on obtient

(5.8)

Z
f(x)sfrg(x)dx = 0:

De (5.8), en utilisant le th�eor�eme 2.4, on d�eduit hffrg; si = 0 et cela signi�e
que ffrg = 0.

(ii) De (5.3) il r�esulte que l'ensemble des fonctions �r(f �H� � f) est born�e
dans M�. En vertu du corrollaire 3.2, nous concluons qu'il existe un g 2 N�(Rn)
et une sous-suite �j telle que

(5.9) lim
�j!1

�rj

Z
(f �H�j � f)(x)s(x)dx =

Z
s(x)dg

pout toute s 2 S(Rn):
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Les assertions (5.9) et (5.6) etrainent

(5.10) b

Z
f(x)sfrg(x)dx =

Z
s(x)dg:

Maintenant de (5.10), en vertu du th�eor�eme 2.4, il r�esulte que bffrg = g et
cela signi�e que ffrg 2 N�.
(iii) Soit ffrg = g 2 N�. En vertu du th�eor�eme 2.5 et de l'�egalit�e (5.1) on a

(f �H� � f)^ = [1� Ĥ(u=�)] Æ f̂ = [b(j u j =�)rĥ(u=�)] Æ f̂
et ainsi

(5.11) �r[f(x)� (H� � f)(x)]^ = [b j u jr ĥ(u�)] Æ f̂ = [b j u jr ĥ�(u)] Æ f̂ :

De (5.11) il r�esulte que

�r[f(x)� (H� � f)(x)] = F�1f[b j u jr ĥ�(u)] Æ f̂g:

En vertu du th�eor�eme 2.6, ((2.11) et (2.21)), on d�eduit

(5.12) �r[f(x)� (H� � f)(x)] = bh� � ffrg:

Du fait que ffrg 2 N� il r�esulte que (h� � ffrg) 2 M�. C'est pourquoi de
(5.12), en vertu de (4.6), on d�eduit (5.2). Le th�eor�eme 5.1. est d�emontr�e.

D�emonstration du th�eor�eme 5.2. En tenant compte des faits pr�ec�edents, la
d�emonstration du th�eor�eme 5.2 co��ncide avec la d�emonstration du th�eor�eme 5.1.

Corollaire 5.1. Sous les suppositions du th�eor�eme 5:2 les classes de satu-
ration F rp des int�egrales singuli�ers H� � f dans l'espace Lp(Rn); 1 � p < 1, sont
caract�erises par l'�egalit�e

F rp (Rn) = ff 2 Lp(Rn) : F�1(j x jr Æf̂) 2 L�pg:

Dans [5] le th�eor�eme sur la saturation dans l'espace Lp(Rn) est d�emontr�e
d'une autre mani�ere et la caract�erisation des classes de saturation Lpr est donn�ee
par l'�egalit�e

Lpr = ff 2 Lp : F�1[(1+ j x j2)r=2f̂ ] 2 L�pg:
Donc on a F rp = Lpr . En outre, on a

Corollaire 5.2. Soient f 2 Lp(Rn); 1 � p < 1 et r > 0. Pour que

F�1[(1+ j x j2)f̂ ] appartienne �a L�p, il faut et il suÆt que F�1(j x jr Æf̂) appartienne
�a L�p.

Remarque 5.2. Pour f 2 Lp(Rn); 1 � p � 2, on a j x jr Æf̂ =j x jr f̂ . Cela
signi�e que, pour 1 � p � 2, la caract�erisation des classes de saturation F rp (Rn) est

donn�ee par le produit habituel j x jr f̂ .
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6. Les classes de saturation pour les int�egrales singuli�ers de Weier-

strass et de Poisson. Finalement nous allons prouver les th�eor�emes concernant
l'int�egrale singuli�ere Ir� (f; x), donn�ee par (1.6), dans l'espaceM�(Rn); � > 0, pour
r = 1; 2 et dans l'espace Lp(Rn); 1 � p <1, pour tout r > 0.

Th�eor�eme 6.1. Soient r = 1; 2 et f 2 M�(Rn) o�u � > 0 pour r = 2 et
0 < � < 1 pour r = 1.

Alors, pour l'int�egrale singuli�ere Ir� (f; x) on a

lim
�!1

kIr� (f; x)� f(x)kM� = 0:

Th�eor�eme 6.2. Soient r = 1; 2 et f 2 M�(Rn); 0 < � < r. Alors, pour
l'int�egrale singuli�ere Ir� (f; x), donn�ee par (1:6), les assertions suivantes sont vraies:

(i) Si
kIr�(f; x)� f(x)kM� = o(��r); �!1;

alors ffrg = 0.

(ii) Si

(6.1) kIr�(f; x) � f(x)kM� = O(��r); �!1;

alors ffrg 2 N�.
(iii) Si pour f 2M� la d�eriv�ee la d�eriv�ee ffrg 2 N�, alors (6:1) est vraie.

Th�eor�eme 6.3. Soinet r > 0 et f 2 Lp(Rn); 1 � p < 1. Alors, pour
l'int�egrale singuli�ere Ir� (f; x) les assertions suivantes sont vraies:

(i) Si
kIr� (f; x)� f(x)kp = o(��r); �!1;

alors ffrg = 0.

(ii) Si

(6.2) kIr�(f; x)� f(x)kp = O(��r); �!1;

alors ffrg 2 L�p.
(iii) Si pour f 2 Lp la d�eriv�ee ffrg appartient �a L�p, alors (6:2) est vraie.

Remarque 6.1. Nous pouvons prouver le th�eor�eme 6.3, concernant l'espace
Lp, pour tout r > 0 parce que nous n'avons pas besoin de la codition (1.1) pour les
fonctions H et h, ce qui n'�etait pas le cas pour le th�eor�eme 6.2, concernant l'espace
M�, o�u nous avons besoin de cette condition pour les fonctions H et h.

D�emonstration du th�eor�eme 6.1. Nous prouverons que la fonction Hr(x),
donn�ee par (1.5), satisfait aux conditions (1.1) et (4.1), (c'est-�a-dire (4.1) et (4.2)),
pour r = 1; 2, et puis nous appliquerons le corollaire 4.1, en vertu duquel on obtient
le th�eor�eme 6.1.

En posant x = 0 dans (1.5) on obtient que Hr(x) v�eri�e la condition (4.1).
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Nous consid�erons la condition (4.2) s�epar�ement pour r = 1 et r = 2. On peut
d�eterminer les fonctions H2 et H1 en utilisant le r�esultats de [14], ch I, 1.

En e�et, on a H2(x) = 2�n=2e�jxj
2=4.

La fonction H2 v�eri�e la condition (4.2) parce queZ
Rn

(1+ j x j2)�=2e�jxj2=4dx = C(n)

Z 1

0

(1 + u2)�=2un�1e�u
2=4du = C(n; �):

Pour r = 1 on a (v. [14, ch I, t. 14])

H1(x) =
2n=2�[(n+ 1)=2]p

�

1

(1+ j x j2)(n+1)=2 :

La fonction H1(x) v�eri�era la condition (4.2) siZ 1

0

t(1 + t2)(��n�1)=2dt <1

c'est-�a-dire pour � < 1. Le th�eor�eme 6.1. est d�emontr�e.

D�emonstration du th�eor�eme 6.2. Dans la d�emonstration du th�eor�eme 6.1.
nous avons prouv�e que les fonction Hr(x) v�eri�ent les conditions (1.1) et (4.1) pour
r = 1; 2. Pour prouver ce th�eor�eme nous devons prouver que les fonctions hr(x),
d�etermin�ees par (5.1), satisfont aux conditions (1.1) et (4.1) pour 0 < � < r.

A l'aide de l'�egalit�e

(1� e�qu)q�1 =

Z u

0

e�qtdt

pour u = 1; q =j v jr, on a

(1� Ĥr(v)) j v j�r=
Z 1

0

e�tjvj
r

dt

et, en vertu de l'�egalit�e (5.1), nous concluons que

(6.3) bĥr(v) =

Z 1

0

e�(jvjt
1=r)rdt =

Z 1

0

Hr(vt
1=r)dt:

En tenant compte de l'�egalit�e

f̂(v=�) = [�nf(��)] ^ (v); f 2 L1(rn); v 2 Rn; � > 0

de (6.3) il r�esulte que

(6.4)

bĥr(v) =

Z 1

0

[t�n=rHr(t
�1=r)] ^ (v)dt =

=

Z 1

0

f(2�)�n=2
Z
Rn

t�n=rHr(t
�1=rx)e�ixvdxgdt:
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Par substitution x = t1=ru; (x; u 2 Rn; t > 0), nous obtenons

(6.5)

Z
Rn

t�n=rHr(t
1=rx)e�ixvdx =

Z
Rn

Hr(u)e
�i(t1=rv)udu

Maintenant de (6.4), en vertu de (6.5), il r�esulte que j b j j hr(v) j�
kHrk1; (r > 0).

Cela signi�e que nous pouvons appliquer le th�eor�eme de Fubini �a l'int�egale
de (6.4), en vertu de quoi nous obtenons

bĥr(v) =
hZ 1

0

t�n=rHr(t
�1=rx)dt

i
^ (v):

Il s'ensuit que

(6.6) bhr(x) =

Z 1

0

t�n=rHr(t
�1=rx)dt; r > 0

Pour d�eterminer la constante b, utilisons la condition (4.1) pour la fonction
hr(x) donn�ee par (6.6). On obtient b = 1.

Donc, la fonction hr, donn�ee par (6.6) pour b = 1, v�eri�e (4.1) pour tout
r > 0. Nous allons prouver que cette fonction hr, pour r = 1; 2, v�eri�e aussi la
condition (1.1).

En vertu de (6.6), pour r = 1; 2, on a
(6.7) Z

Rn

(1+ j x j2)�=2hr(x)dx =

Z 1

0

t�n=r
nZ

Rn

(1+ j x j2)�=2Hr(t
�1=rx)dx

o
dt =

=

Z 1

0

nZ
Rn

(1+ j u j2 t2=r)�=2Hr(u)du
o
dt �

�
Z 1

0

nZ
Rn

(1+ j u j2)�=2Hr(u)du
o
dt =

Z
Rn

(1+ j u j2)�=2Hr(u)du <1

parce que nous avons prouv�e, dans la d�emonstration du th�eor�eme 6.1, que les
fonctions H1 et H2 v�eri�ant la condition (1.1). Maintenant le th�eor�eme 6.2 r�esulte
du th�eor�eme 5.1.

Remarque 6.2. En vertu de (6.7) nous concluons que la condition (1.1) pour la
fonction hr est la cons�equence de la même condition pour la fonction Hr(r = 1; 2).

D�emonstration du th�eor�eme 6.3. Pour r > 0 la fonction Hr appartient �a
L1(Rn) et v�eri�e la condition (4.1). Nous avons prouv�e dans la d�emonstration du
th�eor�eme 6.2 que la fonction hr v�eri�e la condition (4.1). En utilisant (6.6) et la
substitution x = t1=ru(x; u 2 Rn; t > 0), nous concluons que hr 2 L1(Rn) pour
tout r > 0. En appliquant le th�eor�eme 5.2, on obtient le th�eor�eme 6.3.
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