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SUR LE PROBLEME DE SATURATION DES INTEGRALES
SINGULIERS DANS UN ESPACE DE FONCTIONS

Milos Tomié

Sommaire. Dans ce travail on considére le probleme de saturation des intégrales singuliers
dans ’espace Mn(Ry) des fonctions localement intégrables dans R, . Les classes de saturation

sont caractérisées par le prodit | z |" of ol f est la transformation de Fourier de la fonction
f € Ma(Rn), 0 < a < r. Nous donnons ’application des résultats obtenus pour les intégrales
singuliers de Weierstrass et de Poisson.

1. Introduction. Le probléme de saturation des integralés singuliers dans
Pespace L,(Ry,) est considéré dans [1, 3, 5, 6] ou certaines caractéristiques des
classes de saturation sont données. Dans [5] et [6] les classes de saturation dans
Pespace L,(R,), 1 < p < 0o, sont déterminées & laide du produit (1+ | z [2)"/2f
ou |z 2= 22 +---+22 et f et la transformation de Fourier de la fonction f. Dans
[10] on considere le probleme de saturation des intégrales singuliers des fonction
d’une variable localement intégrables et les classes de saturation sont caractérisées
a Paide du produit | z |" of, r > 0. Le résultat du travail [10] est obtenu en
utilisant la notion de la distribution bornée et les résultats concernant cette notion.

Nos résultats different des articles cités dans ce travail: 1) nous déterminons
les classes de saturation dans ’espace M, (R,,) des fonctions localement intégrables
de plusieurs variables et ces classes sont caractérisées a I’aide du produit | z |" o f ,
2) dans la démonstration des théoremes nous utilisons le résultat que (1+ | = |?
2w " s(w)]A(x)|<C,0<a<rs€S(R,), (le théoreme 2.1.), 3) nous
appliquerons les théoremes de saturation aux intégrales singuliers de Weierstrass et
de Poisson, 4) les classes de saturation dans L,(R,), 1 < p < 0o, sont caractérisées
al’aide du produit | z |" o f (Vespace Ly, est I’espace des fonctions & p-ieme puissance
integrables sur R,).
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Maintenant nous donnerons les notions lesquelles nous utiliserons dans ce
travail.

Le symbole R, désigne, d’habitude, ’espace d’Euclide de dimension n dont
chaque point x est défine par coordonnées réelles x1, . .. , x,. Lalongueur du vecteur
zest|x|=(zF 4 +a)/2

Par le symbole S = S(R,), (v. [9, 11, 16]), nous désignerons ’espace des
fonctions s = s(z) indéfiniment dérivables, por lesquelles sup(1+ | z |?)*/? |

T

s(M)(z) |< oo pour n’importe quel nombre o > 0 et le vecteur entier non négatif
k= (ki,...,ky,). On appelle S = S’(R,,) le dual de 'espace S, c’est-a-dire S’ est
Pespace des formes linéaires et continues définies pour s € S(R,,). La forme de S’
est appellée la distribution a croissance lente ou tempérée.

La transformation de Fourier f = F(f) de la distribution f € S est définie
par Dégalité (f,s) = (f,8), s € S. La transformation F ! qui est réciproque a F,
est définie de la méme maniére.

Définition 1.1. L’espace M, = M,(R,), a > 0, est l’espace des fonctions
f(x) qui sont sommables localement sur R,, et pour lesquelles la norme est

HN%Z/U@HHWW)WM<W,/=L;

Si la fonction H vérifie la condition
(1.1) (1+ | & [)*/2H(2) € Ly(Ry)

la convolutin H * f qui est donnée par 1’égalié
(12) (Hx f)(x) = (27r)_"/2/f(u)7-[(a: — wdu / - /
R,

existe pour f € My(Ry,) et on a

(1.3) 1H  fllar, < Crllfllac |1 | 2 )22 H () )
ol la constante C] ne dépend pas de f et H.
L’inégalité (1.3) résulte de (1.2) en vertu de I'inégalité
1 1+ |z |?
Ltz -y = "1 [y [P
et l'inégalité (1.4) résulte de (v.[11, VII, 5; 7])
|9 P< Co(1+ [ €A+ | €41 P).

(1.4)

(Cy = constante)

Definition 1.2. L’espace N, = Na(R,), a > 0, est 'espace des fonctions
d’ensembles v régulieres et denombrablement additives qui sont, définies pour tout
ensemble borélies borné B C R,, et pour lesquelles la norme est

vl = [Py Pdvico, [= [
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Définition. 1.3. L’espace C, = Cy(R,), a > 0, est espace des fonctions
continues ¢ pour lesquelles

lim (14 | 2 [)*/%p(z) = 0

|z]— 00

et la norme
lellc, =sup(1+ |z [7)*/? | p(z) | .
x

Nous allons prouver que l’espace N, est le dual de Cy, (a > 0), et par N,
nous déterminerons les classes de saturation des intégrales singuliers.

En particulier, nous considérons les intégrales singuliers de Weierstrass et de
Poisson pour lesquelles le noyau H(z) = H,(z) est donné a l’aide de la transforma-
tion de Fourier, (v. [5, 6],

A~ | r

(1.5) H.(z)=el" r > 0.

Dans cela nous servons de la désignation suivante:

(1.6) H="MH,(u) = p"He(pu), I(f,z)=(f*H)(x), p>0.

2. Sur un produit de distributions. Nous donnerons la définition du
produit a ’aide duquel les classes de saturation sont caractérisées. En outre, nous
prouverons les propriétés de ce produit que nous utilisons dans ce travail.

Définition 2.1. Oy, est l'espace des fonctions A(z), = € R,,, pour lesquelles
As € L1(R,,) pour toute s € S, et

sup(1+ | & )42 | IMw)s(@)] A () |< oo.

Définition 2.2. Soient f € My et A € Oy, . Le produit Ao f est donné par
I’égalité

(i) = [T@NWs@IA @, s€S.

Remarque 2.1 11 est facile de voire que Ops C Opr,, o Op est ’espace des
fonctions indéfinament dérivables a croissance lente. Si A € Oy, alors A o f = f .
En outre, on peut avoir 1’égalité \ o f = )\f pour quelque f si A n’appartient pas
4 Opr; par example, | x |" 0§ =| z |" § pour s € Set | z | Of =lz|" fpour
f € LLD(RTL)) 1 Sp S 2.

La définition 2.2. donne la possibilité de définir la notion de la dérivée de
Riesz pour les fonctions f € M, (R,,).

Définition 2.3. On dit que la distribution g € S’ est la dérivée de Riesz
d’ordre 7 de la fonction f € M,(R,) sion a

|z | of =g
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Cette dérivée est désignée par g = firt = D" f.
Nous allons utiliser les propriétés suivantes concernant le produit défini:
THEOREME 2.1 [15]. Soit 0 < o < r. Alors pour toute fonction s € S on a
sup(1+ | = P20y 1" s@)] A () < oo
Pour n’importe quel nombre r > 0 et pour toute fonction s € S, la fonction

ly|" s(W)]A (z) appartient ¢ Uespace Ly(Ry,) pour tout p € [1,0].

Ces assertions sont vraies aussi pour la transformation inverse de Fourier F~1.

THEOREME 2.2. [15]. Pour f € Mq(R,), 0 < a <1, le produit | = |" of est
la distribution de S'.

Les démonstration pour ces théoremes sont données dans [15]. Dans la
démonstration du théoreme 2.2. on utilise le théoreme 2.1.

Théoreme 2.3. Soit & = (| x |")A et f € My(Ry), 0 < a < r. Alors pour
toute fonction s € S on a

(2.1, s"=&xs
(2:2) (2] of, 5) = [ f@)s @)

THEOREME 2.4. Soit f € M,, 0 < a < r, et supposons que la fonction g(x)
soit telle que intégrale de g(x)s(x) existe pour toute s € S. Alors I’égalité

(2.3) / flx)stH (@)de = / g(x)s(zx)dr, VseS,
est équivalente a [’égalité
(2.4) g=fi.

THEOREME 2.5. Supposons que la fonction H € Ly soit paire et telle que,
pour un certain nombre a > 0, la condition (1.1) soit vraie. Alors pour f € M, (Ry)
le produit H o f est la distribution de S' et l’égalité

(2.5) (Hxf)N=Hof
est vrate.

THEOREME 2.6. Soit firt € M,, 0 < a < r et supposons que la fonction h
soit paire et qu’elle vérfie la condition (1.1) Alors on a

(lul"oh)o f=u|" o(hof)=ho(lu| of).

Démonstration du théoréme 2.3. D’aprés la définition de la dérivée de Riesz,
en utilisant I'égalité (&, x s)A =&.§ =]z |" §, pour n € S, on a

(2.6) (s"DA ) = (@ |" 0d,m) = (| |" 8,m) = (& * )A,m).
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e (2.6) nous déduisons (2.1). Puisque (v. [11, VI, 8; 4]
(w)A=ax0, ueSs, veSs,
en vertu de la définition 2.2. et de 1’égalité (2.1), nous obtenons (2.2).

Remarque 2.2. En vertu du théoréme 2.1, nous concluons que, pour 0 < a < r,
on a
(I+ 2 ) st = (0 e )22 | F (w7 3) < O

ol la constante C ne dépend pas de z € R,,.

COROLLAIRE 2.1. D’ aprés (2.2), pour f € M,, 0 < a < r, on obteint
(Firh,s) / f(@)st (@ s€S.
Démonstration du théoréme 2.4. En utilisant (2.3) on obtient

(6,5) = (9.3) = / F(@)3 (2)de

d’ou, en vértu de (2.2), nous déduisons (G,s) = (] = |" of, s). Cela, d’apres la
définition 2.3, signifie que (2.4) est vraie.

Inversement, supposons que (2.4) est vraie. Pour ¢ = s, (p € S), on a

[ o@s@rds = (9.5 = @) = (|| of it
= [ 1@y 1" WA s = [ F@)(E D )ds = [ F@)(e 5 )(a)do

d’ou, en vertu de (2.1 nous déduisons (2.3).

Démonstration du théoréme 2.5. En vertu des suppositions du théoreme, nous
concluons que H € Oy, parce que, en utilisant 1’égalité (Hs)A = Hx*$ et I'inégalité
(1.4), on obtient

|(’Hs/\</7-[ §x—u)|du<
C(t+ 2 Py [ [u )2 | Hew) | du, s €S,
C’est pourquoi on a

2.7) Fofs)= /f(x)(H « §)(2)ds

En appliquant le théoreme de Fubini et en tenant compte du fait que la
fonction H est paire, de (2.7) nous obtenons:

(2.8) (Hof,s)= /(7—[ « f)(z)§(z)d.
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En vertu de (2.8) et (1.3) pour s; € S, on a

(e fo) 1= [ S e 12 P 50 | de < € K (8,05

pour 8 > «, d’ou n conclut que (7:[ o f, sj) — 0 lorsque s; = 0 dans S. Ainsi nous
avons prouvé que H o f est la distribution de S’.
Maintenant, en utilisant (2.7) et (2.8), nous obtenons

(2.9) (Hxf)A,s)y=(H*f8)=(Hof, s), seS.

e (2.9) nous déduisons (2.5). Le théoréme 2.5. est démontré

Remarque 2.3. Si, pour f € M,,0 < a < r, nous posons

& f5) = [ 1) x)@)dn, s,

alors firt = ¢, x f.
Remarque 2.4. Si nous supposons que la fonction paire h stisfait a la condition
(1.1), alors | uw |" h(u) € Om, et |uw|" oh =|u|" h

En effet nous avons
(2.10) | ™ B(u)s()A |=] [ w|" s(u)] Axh |<

Cy
<C v <
[ wre <

(C; = const.).

Cela signifie que sgp(l—l— |z [2)*/2 | (h* s} (2) |< oo.
Démonstration du théoréme 2.6. Pour s € S on a
Fulryoh)o fls) = (| ul” ) o f,F 4 (s) =
= [ @l hF @ A @ = [ @)l B Assle)ds =
= [ 10 s s) @)z = [ (b @)s(a)d
d’ou
(2.11) F U w|" h)of]=f=nlh

Puisque f{"t € M, nous avons

(F o (lul of)], 5) Z/f{"}(w)[ﬁf”(S)] A (z)de =
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d’ou
(2.12) F (| u | of)] = fUh xh.

En utilisant les théoremes 2.4 et 2.5 nous avons aussi

(F lu|" o(ho f)], 5) Z/(h « @) u]" FTH) A (2)da =

= [t D@ @)z = [ T @)s(o)do

et puis
(2.13) F  wl" o(ho f)] = (hx )T

Maintenant nous prouverons ’égalité des convolutions de (2.11), (2.12),
(2.13). Pour s € S nous avons

((hx TN 8) =) [ |" o(hx A, 5(=
= /(h * [)@)(|wl]" s) A (z)de = /f(l‘)[h *([ul" s)N|(z)de =
= [ @) hx s @i
en vertu duqgel on obtient

(2.14) (s 1)) = [ f@)hx s @),

En utilisant le théoreeme 2.5. on obtient

(f = hUDA sy (B Aof,s) = ([u]" h)o f,s) =
= /f(l“)(| wl|" hs) A (z)dz = /f(x)(h x 51 () da.
Cela signifie qu'on a
(2.15) (F % b1 s) = /f(m)(h ¢ 50N (2)da
Pour la convolution h * f{"} on a
(2.16) (hx U g) = / h(t)dt / F g — 1)s(2)da.
On peut voir quon a

(2.17) /f{"}(a: —t)s(x)dx = /f{r}(u)s(u—kt)du,
(2.18) [s(- + O] w) = sT (u +1).
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En utilisant le théoréme 2.4 et ’égalité (2.18) nous obtenons
(2.19) / F w)s(u + £)du = / F)s™ (u + £)du
Maintenant en vertu de (2.16), (2.17) et (2.19) nous déduisons
(hx flr}s) /h dt/f )5t (u + t)du =
_ / h(t)dt / Flz — )57 (2)da = / (h+ £)(2)s" (2)da

et puis
(2.20) (hx fir} ) = /f(a:)(h st (z)da.

Finalement, en vertu de (2.14), (2.15), (2.20) on obtient
(2.21) (hx )it = plrb s f = pos fUrH

Le théoreme 2.6. est démontré.

3. Le dual de I’espace C\. Pour caractériser les classes de saturation dans
M, nous utiliserons le dual de ’espace C,.

THEOREME 3.1. [4, IV, 6.3]. Pour tout fonctionnel f sur Co(R,), c’est-d-
dire pour f € C}, il existe une fonction d’ensemble v réguliére et dénombrablement
additive définie sur l'algebre o des ensembles boréliens de R, telle que

fp) Z/w(w)dv, ¢ € Co,

avec || f]| = varv =| v |.

Remarque 3.1. Une assertion sur le dual des certaines est donnée dans [7],
(proposition 4.11.2). Nous avons besoin du théoréme 3.2 pour lequel nous donnerons
la démonstration en utilisant le théoréme 3.1. de Riesz et le théoreme de Radon-
Nikodym.

THEOREME 3.2. Pour tout fonctionnel f sur Co(Ry), a > 0, (f € C.), il
existe 1 € No(Ry,) telle que

(3.1) f(o) = / o@)dy, e Ca

avec ||f| = |Inll~, - Cela signifie que No(R,,) est le dual de l'espace Co(Ry,), c’est-
a-dire C}, = N,

Démonstration du théoréme 3.2. Nous predrons ’application ® : Cy — C)
définie par I’égalité ®(p) = (14 | z |2)*%p(x), (¢ € Cu, (@) € Co, ||®]| = 1).
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Pour f € Cl, p € Cy,ona f(p) = (f®1)®(p) et puis, en vertu du théoréme
3.1, nous concluons qu’il existe une fonction d’ensembles v convenant au fonctionnel
f@ 1 e}, telle que

(f¢>*1)(<1>(go)):/q>(<p)5y et |v|=|fl
On obtient
flp) = /sa(a:)(1+ | 2 %)/ 2dv.

La fonction d’ensembles 7 est définie par 1’égalité
n(E) = / (1+2%)*dv.
E
Alors (v. [4, III, 10.6]) on a

(3.2) / (@) (14 |  [2)*2dv = / o(@)dn.

n n

Cela signifie qu’on a

(33) fo)= [ s
Nous introduisons la désignation suivante:

(3.4) NE) = [ (12 )72y

Alors on a

(3.5) / p(@)(L+ | o[22\ = / o(@)dn.

n Ry

En comparant (3.2) et (3.5) nous obtenons que v = X et cela, d’aprés (3.4),
signifie que

(3.6) W(E) = /E(1+ 2 [2)=°/2dn,

De (3.6) il résulte que
(3.7) lvi=lmly., (v I=171D
Maintenant, d’aprés (3.3) et (3.7), on obtient I'affirmation du théoreme 3.2.

COROLLAIRE 3.1. Pour toute fonction g € M, il existe une n € N, telle que

(3.9) /R

g(x)p(z)dx :/R p(x)dn, Vo€ Ca.

n
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Démonstration. La fonction g € M, définit le fonctionnel f sur C, par
I’égalité

et, en vertu du théoreme 3.2, il existe une n € N, pour laquelle (3.8) est vraie.

Dans cela on a | f(¢) [< ||9llar. llelle. cest-a-dire || f|| < lgl[n.,-
En outre, en vertu du théoreme 3.2 on a || f|| = ||n||n, . Donc on a

Inllv. = ligllar.-

COROLLAIRE 3.2. Toute suite bornée {1,} dans My(Ry) contient une sous-
suite qui converge faiblement vers A € N, (Ry,).

Démonstration. Soit pour ¢, € My, |[¢,|lm, < K ou la constante K ne
dépend pas de p. Supposons que, pour 7 = Ay, € Ny, on ait (3.8) et

Ay, [Ine < 190l < K.

En vertu du théoréme sur la compacité faible résulte I’existence de la sous-
suite pj et A € N, telles que /\%J- converge faiblement vers A, c’est-a-dire

(3.9) lim o(x)dAy,. :/ p(x)dA, Vo € Cy.
! R

Pi—=® JR.

n

De (3.9) en vertu de (3.8) on obtient

im [ (), (@)de = / p@)d\, Ve Ca.

pi—© Jp R,

Remarque 3.2. On peut associer a la fonction g € M,(R,) la fonction
d’ensembles \; € Ny (Ry,) & laide de 1’égalité

N (B) = /B | g(x) | de

ou B est 'ensemble borélien borné. Alors (v. [4], III, 10.6) on a
1Agllve = /(1+ | & [P)7/2d), = /(1+ | )7 | g(2) | da = llglla...

Cela signifie que ’espace M, est isométrique & un sous-espace de Ny.

Remarque 3.3. Pour H satisfaisant & la condition (1.1) et pour n € N, la
convolution H xdn appartient a M,. En outre, si pour f € M,, g=n€ N,, s€ S
I’égalité (2.4) est vraie, alors i) =| 2 |" of, c’est-a-dire n = f{r},

Remarque 3.4. Nous utiliserons aussi le symbole L7, 1 <p < oo, ou Ly = L,
pour 1 < p < oo et Li est '’espace des mesures bornées sur R,,.
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4. La convergence des intégrales singuliéres dans M,. Dans ce para-
graphe nous allons considérer la convergence des intégrales singuliéres (1.2) dans
Pespace My (Ry,).

THEOREME 4.1. Soit H(u, p),p > 0, le noyau satisfaisant aux conditions

u u = (2m)"/2

(41) /R (= (2"

(4.2) [ @rluP | ) | du< €y

(4.3) lim (14 | uw |2)*? | H(u, p) | du =0, (6 > 0),

P00 J|u|>s
ot la constante Cy ne dépend pas de p > 0.
Alors, pour f € My(Ry), on a

(4.4) 1M (u, p) = f(W)](@)l[am, < Ca
Jim [[[H(u, p) * f(w)](z) — f(@)llar, =0
ot la constante Co ne dépend pas de p.

COROLLAIRE 4.1. Soit H une fonction satisfaisant aux conditions (1.1) et
(4.1) et soit H,(u) = p"H(pu), p > 0. Alors, pour f € M,(R,), on a
1Mo * fllma < Cs
(+6) tim [, * = flar, =0
p—00
ot la constante Cs ne dépend pas de p.

Démonstration du théoréme 4.1. En utilisant 'inégalité (1.4) on obtient (4.4).
Nous allons démontrer (4.5). On a

(4.7)
I[H(w, p) * f(w)](2) = f(@)llm. < / | H(u, p) | | f(z —u) — f(@)||m. du =

- (/u|<5+/|u>5) | H(u,p | |f (@ — ) — f(@)|l.du =T + L.

Pour éveluer 'intégrale I; de (4.7) nous avons besoin du lemme suivante:

LEMME 4.1. Pour f € M, (R,) on a

(4.8) lim[|f(z +h) = f(@)llm. = 0.
—0
Démonstration du lemme 4.1. Nous avons
flz+h) flx+h)
. — < —
@9) I+~ @l < | sy ~ G T i meE Lt
+H f(z+h) [ H
(I+ |z +h[2)2/2 1+ |z |2)*/2 11
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ou le symbole || - ||; désigne la norme dans I'espace Li(R;). Puisque
() = f(2)(1+ | @ |))*/? € Li(Ry).
de (4.9) on obtient

H flxz+h) flz+h) H
1+ |z )2 (1+ | T+ h|2)/?

(410)  Jim|f(z+ h) — £(@)]ln, < lim
On a

farh) e W W
[ rmr-merimer =/ e

En vertu de (1.4) nous avons

W)
T+ Tu= kP27~ T [u)or?

| f(w) |
(14 [u[?)o/?

si| h|<1 (puisque h — 0 nous pouvons considérer que | h |< 1). Cela signifie que
nous pouvons faire l'operation lim sous le signe d’intégration, en vertu de quoi en
utilisant (4.10) on obtient (4.8). Le lemma est démontré.

| < Cula)

Nous continuons la démonstration du théoreme 4.1. En vertu du lemme 4.1.
pour tout € > 0 il existe un d(¢) > 0 tel que

(4].].) I <e.

Maintenant démontrons que

(4.12) lim I, = 0.

p—r00

Il suffit de démontrer que

(4.13) im [ | Hup) | 1@ = w)llar, du =0

PO J|u|>6
On a

y)ldy )
T—u H(u, du = H(u, p) |du <
[ e =l 1 #p 1= [ ([T Yt

< 05/ (U [ u )2/ | H(u, p) | du/<1+ 1y )2 f) | dy
|u|>8

d’ou, en utilisant (4.3), nous obtenons (4.13). De (4.13) on obtient (4.12).

Maintenant de (4.7), en vertu de (4.11), (4.12), on obtient (4.5). Le théoreme
4.1. est démontre.

5. Sur les classes de saturation dans M, et L,. Dans ce paragraphe
nous allons démontrer les théoremes sur la saturation en utilisant les résultats
précédents.
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THEOREME 5.1. Soit H(u) une fonction paire satisfaisant auzx conditions (1.1)
et (4.1), et supposons qu’il existe des nombres r > 0, b # 0 et une fonction h(u)
satisfaisant auzx conditions (1.1) et (4.1), telle que

(5.1) 1—HW)=b|v| hv).

Alors, pour la convolution H, * f de la fonction f € My(Ry), 0 < a <r. et
du noyau H,(uw) = p"H(pu), p >0, les assertions suivantes sont vraies:

(i) Si

(5.2) 1My * f = Fllaz, = 0(p™"), p— o0,
alors firt = 0.

(i) Si

(5.3) 1My * f = Flla, = O(p™"), p— o0,

alors firt € N, (R,).
(iii) Si pour f € M, la dérivée fi"} appartient 4 Ny, alors (5.3) est vraie.

THEOREME 5.2. Supposons que la foction paire H(u) € Li(R,) vérifie la
condition (4.1) et supposons qu’il existe des nombres r > 0, b # 0 et une fonction
h(u) € Li(Ry) satisfaisant a la condition (4.1) telle que (5.1) est vraie.

Alors, pour la convolution H, = f de la fonction f € L,(Ry), 1 < p <infty,
et du noyau H,(u) = p"H(pu) les assertins (i), (ii), (iii) du théoréme 5.1 sont
vraies ot nous écrivons || - ||, au liew de || - ||, et Ly au liew de N,. Dans cela
L} = L, pour 1 <p < oo et L] est ’espace des mesures bornée sur R,,.

Pour démentrer les théoremes 5.1 ot 5.2 nous avons besoin du lemme suivant

LEMME 5.1. Soit H une fonction satisfaisant auzx conditions du théoréme 5.1.
Alors, pour f € My(Ry,) et s € S(Ry,), on a

(5.4) lim [ J) o Ts(@) — (Hy » 9)(@)] b5 ) yda = 0

p—00

Démonstration du lemme 5.1. Puisque H,(u) = p"H(pu), on a H,(u) =
’}:l(u/p). C’est pourquoi, en vertu de (5.1), on obtient

57 (5 = Hy x s)N = pr(1 = H,)5 = pr[1 — H(up)]3(u) = b | u | 3(u)h(u/p)
et ensuite
(5.5) Pl (s — H, % s)(x) = b(s™ 1, ().

En utilisant (5.5), nous concluons que (5.4) est équivalent &

lim [ f@){(s" % hy) (@) = s @)}dz =0

p—o g
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En tenant compte de la condition (1.1) pour A, en vertu de (2.10), (remarque
2.4), nous obtenons

[ % hy)(@) |< OO+ |2 [P) /2, (C = const)

Cela signifie que nous pouvons faire 'opération lim sous le signe d’intégration,
en vertu de laquelle, en tenant compte de

lim sup | (s{r} * hp)(x) — S{T}(m) |=0.

p—00
on obtient (5.4). Le lemme 5.1. est démontré.

Remarque 5.1. De la méme maniére nous concluons que (5.4) est vraie aussi
pour f € L, 1 <p < oo, s €S, siles fonction H et h sont telles que les convolu-
tions H, * f et h, * f convergent dans I'espace L,. Alors s} x h, € L, parce que
st} pour tout ¢ € [1,00], (théoréme 2.1), et il s’ensuit que | f(s{™ % h,) |< ¥ ot
¥ € Ly. Cela signifie qu’on peut faire 'opération lim dans l'intégrale (5.4), et puis
on obtient 'affirmation de (5.4).

Démonstration du théoréme 5.1. (i) Du fait que le noyau # est pair on a
[ 1@, <)@ = [0, pla)sta)da.
C’est pourquoi, en vertu du lemme 5.1, on obtient

(5.6) lim o’ / [f(@) — (Hy * P(@)]s(@)dz = b / f(@)s" (2)da.

p—ro0
De la condition (5.2) il résulte
(5.7) lim " /(f —H, % f)(@)s(z)dz = 0
p—00

pour toute s € S.
De (5.6) et (5.7) on obtient

(5.8) / F(@)s' (2)ds = 0.

De (5.8), en utilisant le théoréme 2.4, on déduit (f{"}, s) = 0 et cela signifie
que firt =0.

(i) De (5.3) il résulte que I'ensemble des fonctions p"(f — H, * f) est borné
dans M,. En vertu du corrollaire 3.2, nous concluons qu’il existe un g € N, (R;,)
et une sous-suite p; telle que

(5.9) lim p;/(f —Hy; * f)(x)s(x)dr = /s(a:)dg

pj—»00

pout toute s € S(R),).
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Les assertions (5.9) et (5.6) etrainent
(5.10) b / f(@)stH(@)de = / s(x)dg.

Maintenant de (5.10), en vertu du théoreme 2.4, il résulte que bf{"} = g et
cela signifie que fi"} € N,.
(iii) Soit f{"} = g € N,. En vertu du théoreme 2.5 et de I’égalité (5.1) on a
(f =Hyx IN=[1=H(u/p)o f =l u| /p)"h(u/p)]o f

et ainsi
(G511 Pf@) = Hpx @A =[b |l hlup)o f=[b|u| hy(w)]o f.

De (5.11) il résulte que

PIF@) = (Hy  N)(@)] = FHb | u | hy(w)] o f}.

En vertu du théoréme 2.6, ((2.11) et (2.21)), on déduit
(5.12) o1F(@) — (Hy % £)(@)] = bhy * £,

Du fait que fi"} € N, il résulte que (hp * firY)y € M,. Cest pourquoi de
(5.12), en vertu de (4.6), on déduit (5.2). Le théoreme 5.1. est démontré.

Démonstration du théoréme 5.2. En tenant compte des faits précédents, la
démonstration du théoreme 5.2 coincide avec la démonstration du théoreme 5.1.

COROLLAIRE 5.1. Sous les suppositions du théoréme 5.2 les classes de satu-
ration F des intégrales singuliers H, = f dans l’espace L,(Ry), 1 <p < o0, sont
caractérises par l’égalité

Fj(Ra) = {f € Ly(Ra) : F (|2 " of) € L}}.

Dans [5] le théoreme sur la saturation dans l’espace L,(R,) est démontré
d’une autre maniére et la caractérisation des classes de saturation L est donnée
par I'égalité

L2 ={feLy: F A+ |z ) fl e Ly},

Donc on a FjJ = LP. En outre, on a

COROLLAIRE 5.2. Soient f € L,(Ry), 1 < p < oo et r > 0. Pour que
FH(1+ | 2 [*)f] appartienne a LY, il faut et il suffit que F~'(| = |” of) appartienne
i L

Remarque 5.2. Pour f € L,(Ry), 1<p<2,onalz| of =z f. Cela
signifie que, pour 1 < p < 2, la caractérisation des classes de saturation F)(R,) est
donnée par le produit habituel | z | f.
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6. Les classes de saturation pour les intégrales singuliers de Weier-
strass et de Poisson. Finalement nous allons prouver les théorémes concernant
I'intégrale singuliere I} (f, ), donnée par (1.6), dans 'espace M, (Ry), « > 0, pour
r =1,2 et dans 'espace Ly(R,), 1 < p < oo, pour tout r > 0.

THEOREME 6.1. Soient v = 1,2 et f € My(Ry,) ot @ > 0 pourr = 2 et
0<a<lpourr=1.

Alors, pour Uintégrale singuliére I;(f,x) on a

T 115(£,2) = f@llas, =0.

THEOREME 6.2. Soient r = 1,2 et f € My(R,), 0 < a < r. Alors, pour
Vintégrale singuliére I;(f,x), donnée par (1.6), les assertions suivantes sont vraies:

(i) Si
11,(f, %) = f(@)l[m, =olp™"), p = o0,
alors firt =0,
(i1) Si
(6.1) 117 (f, z) = f(@)llar, = O(p™"), p = o0,

alors firt € N,,.
(iii) Si pour f € M, la dérivée la dérivée fi™t € N,, alors (6.1) est vraie.
THEOREME 6.3.  Soinet r > 0 et f € Ly(R,), 1 < p < oco. Alors, pour
l'intégrale singuliére I";(f, x) les assertions suivantes sont vraies:
(i) Si
1L, (f,2) = f(@)llp = olp™"), p— 0,
alors firt =0,
(i1) Si
(6.2) 11,(f,x) = f(@)llp = O(p™"), p— oo,

alors firt ¢ L.
(iii) Si pour f € L, la dérivée fir} appartient a Ly, alors (6.2) est vraie.

Remarque 6.1. Nous pouvons prouver le théoreme 6.3, concernant ’espace
L, pour tout r > 0 parce que nous n’avons pas besoin de la codition (1.1) pour les
fonctions H et h, ce qui n’était pas le cas pour le théoreme 6.2, concernant ’espace
M., ou nous avons besoin de cette condition pour les fonctions H et h.

Démonstration du théoréme 6.1. Nous prouverons que la fonction H,(z),
donnée par (1.5), satisfait aux conditions (1.1) et (4.1), (c’est-a-dire (4.1) et (4.2)),
pour r = 1,2, et puis nous appliquerons le corollaire 4.1, en vertu duquel on obtient
le théoreme 6.1.

En posant = 0 dans (1.5) on obtient que H,(x) vérifie la condition (4.1).



Sur le probléme de saturation des intégrales singulérs... 109

Nous considérons la condition (4.2) séparément pour 7 = 1 et 7 = 2. On peut
déterminer les fonctions Hs et H; en utilisant le résultats de [14], ch I, 1.

En effet, on a Hy(z) = 271/2e~lzl*/4,
La fonction Hs vérifie la condition (4.2) parce que

/ (1+ | z |2)*/2e 12l /4 gy = C(n)/ (1 + u2)*/2u"te " /Ay = C(n, a).
R 0

n

Pour r =1 ona (v. [14, ch I, t. 14])

_ 27/2T[(n + 1) /2] 1

Hi(x) N 1+ |z [2)m D72

La fonction Hj(x) vérifiera la condition (4.2) si

/ t(1+ )@ D241 < 00
0

c’est-a-dire pour a < 1. Le théoreéme 6.1. est démontré.

Démonstration du théoréme 6.2. Dans la démonstration du théoreme 6.1.
nous avons prouvé que les fonction H,.(z) vérifient les conditions (1.1) et (4.1) pour
r = 1,2. Pour prouver ce théoréme nous devons prouver que les fonctions h,.(x),
déterminées par (5.1), satisfont aux conditions (1.1) et (4.1) pour 0 < a < r.

A Taide de I’égalité
u
(1—e gt = / e~ dt
0

pouru=1,¢g=|v|",ona

1
(1—H,(v))|v |—":/ et ag
0

et, en vertu de I’égalité (5.1), nous concluons que

1 1
(6.3) b, (v) = / e (WIe )" gt = / H,(vt"/")dt.
0 0
En tenant compte de 1’égalité

fw/p)=1p"f(p)IA(v), fE€Li(ra), vERy, p>0
de (6.3) il résulte que

bhy(v) = /l[t_”/’“Hr(t_l/’“)] A (v)dt =
(6.4) 0

1
_ / {(2m) /2 / =/ HL (7Y ) e~V da ) dt.
0 R

n



110 Tomié

Par substitution = = t'/"u, (z,u € Ry, t > 0), nous obtenons

(6.5) /t_"/’"Hr(tl/’"a:)e_”wda::/ Hr(u)e_i(tl/rv)“du
R, R,

Maintenant de (6.4), en vertu de (6.5), il résulte que | b || h.(v) |<
[Hl[1, (r > 0).

Cela signifie que nous pouvons appliquer le théoreme de Fubini a l'integale
de (6.4), en vertu de quoi nous obtenons

b, (v) = [ / Qs Hr(t—l/rg:)dt] A (v).
0

Il s’ensuit que
1
(6.6) bh(z) = / FTHL ) > 0
0

Pour déterminer la constante b, utilisons la condition (4.1) pour la fonction
hr(z) donnée par (6.6). On obtient b = 1.

Donc, la fonction h,., donnée par (6.6) pour b = 1, vérifie (4.1) pour tout
r > 0. Nous allons prouver que cette fonction h,., pour r = 1,2, vérifie aussi la
condition (1.1).

En vertu de (6.6), pour r = 1,2, on a
(6.7)
1
/ (14 | @ [*)*/*hy (w)dz :/ t_”/’"{/ (14| |2)D‘/2Hr(t_1/’“m)dm}dt =
R,

0 R

:/01{/R (14 | u ? t2/r)“/2H,,(u)du}dt <

< /;{/Rn(n | u |2)“/2Hr(u)du}dt:/ (1+ | w )72 H, (u)du < oo

R,

parce que nous avons prouvé, dans la démonstration du théoreme 6.1, que les
fonctions Hy et H, vérifiant la condition (1.1). Maintenant le théoreme 6.2 résulte
du théoreme 5.1.

Remarque 6.2. En vertu de (6.7) nous concluons que la condition (1.1) pour la
fonction h, est la conséquence de la méme condition pour la fonction H,(r = 1,2).

Démonstration du théoréme 6.3. Pour r > 0 la fonction H, appartient
Li(R,,) et vérifie la condition (4.1). Nous avons prouvé dans la démonstration du
théoreme 6.2 que la fonction h, vérifie la condition (4.1). En utilisant (6.6) et la
substitution & = ¢t'/"u(z,u € Ry, t > 0), nous concluons que h, € L;(R,) pour
tout » > 0. En appliquant le théoreme 5.2, on obtient le théoreme 6.3.
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