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PERMANENCE DE RELATIONS DE RECCURENCE DANS

CERTAINS DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Guy Robin

R�esum�e. On �etudie dans cet article les polynômes que interviennent dans le d�eveloppement
asymptotique de nombreuses fonctions arithm�etiques. On montre que, pour plusieurs classes de
fonctions, ces polynômes v�eri�ent une �equation di��erentielle simple. C'est le cas par exemple pour
la fonction ki�eme nombre premier.

I Introduction

Le Th�eor�eme d'analyse qui fait principalement l'objet de cet article est es-
sentiellement un th�eor�eme sur des familles de polynômes li�ees par des relations de
r�ecurrence. La d�emonstration de cas relations est purement formelle et n'a pu être
men�ee �a bien que par l'utilisation d'un langage de calcul formel. Ce langage|
en l'occurence MACSYMA|nous a servi �a v�eri�er nos conjectures, �a d�eterminer
certaines relations et surtout �a e�ectuer des calculs assez complexes; calculer �a la
main les 3 ou 4 premiers termes du d�eveloppement asymptotique de la fonction
Li(
p
(L�1(x)) n'est pas simple.

Dans un article datant de 1970 (Comtet [3]) �etudie le d�eveloppement asymp-
totique de la fonction y, fonction r�eciproque de la fonction

x! x=(logx)� (� 6= 0):

On peut �ecrire ses r�esultats sous la forme suivante:

lorsque x!1, pour tout N entier, il existe Q1; Q1; . . . ; QN tels que

y = x(log)�
�
1 +

NX
n=1

�n
Qn(log logx)

(logx)n
+ o

�
1

(log x)N

��

relation que l'on �ecrira:

(1) y � x(log x)�
�
1 +
X
n�1

�n
Qn(log logx)

(log x)n

�
:
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On peut alors remarquer que les (Qn)n�0 sont des polynômes v�eri�ant

Q0 = 1; 8n � 0 Q0
n+1 = Q0

n � (n� �)Qn; 8n � 1 Qn(0) = 0:

En th�eorie anlytique des nombres, on recontre souvent des d�eveloppements
asymptotiques poss�edant des propri�et�es analogues.

Ainsi Cipolla ([2]) a, en 1902, �etudi�e le d�eveloppement asymptotique du ki�eme

nombre premier pk et prouv�e que:

pk � k log k

�
1 +
X
n�1

Qn(log log k)

(log k)n

�

avec pour n � 0Q0
n+1 = Q0

n � (n� 1)Qn et Q0 = 1.

Or pk � Li�1(k) avec Li(x) =
R x
2 dt= log t et l'on sait que

(2) Li(x) �
x

logx
+

x

log2 x
+ � � �+

(n� 1)!x

logn x
:

Le d�emonstration de Comtet utilise la formule d'inversion de Lagrange,
celle de Cipolla, le fait que Li(x) a une d�eriv�ee simple. Aucune de ces deux
d�emonstrations ne semble pouvoir s'�entre �a des cas l�eg�rement di��erents (par exem-

ple, �etude de la fonction r�eciproque de la fonction simple x! x= logx+ x= log2 x).

Or nous avons besoin de r�esultats analogues pour des fonctions plus g�en�erales.
Dans un article avec Massias et Nicolas (Cf. [5]) nous avons �etudi�e le comporte-
ment asumptotique de la fonction g(n), ordre maximum d'un �el�ement du groupe
sym�etrique Sn et nous avons d�emontr�e

(3) g(n) �
p
Li�1(n):

Si !(n) d�esigne le nombre de facteurs premiers de n on a:

(4) !(g(n)) � Li(
p
Li�1(n)):

Nous d�emontrons ici (voir th�eor�emes 1 et 2) une g�en�eralisation des r�esultats de
Comtet et de Cipolla, ce qui permet d'obtenir pour la fonction g(n) des renseigne-
ments plus pr�ecis. Ainsi:

(5)
p
Li�1(x) �

p
x log x

�
1 +
X
n�1

Bn(log log x)

(logx)n

�

avec B0
n+1 = B0

n � (n� 1=2)Bn pour n � 0 et B0 = 1.

(6) Li(
p
Li�1(x)) � 2

r
x

logx

�
1 +
X
n�1

Cn(log logx)

(logx)n

�

avec C 0n+1 = C 0n � (n+ 1=2)Cn pour n � 0 et C0 = 1.

(7) Li2(
p
Li�1(x)) � 4

x

logx

�
1 +
X
n�1

Dn(log logx)

(logx)n

�
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avec D0
n+1 = D0

n � (n+ 1)Dn; n � et D0 = 1.

Nous donnons en annexe des programmes qui nous ont permis de tester et
v�eri�er nos r�esultats.

Remarque. Les polynômes recontr�es ne sont pas nuls �a l'origine (except�e les
exemples orginaux de [3]). Aussi les relations de r�ecurrence ne permettent pas de
les connâ�tre parfaitement.

C'est un probl�eme ouvert que l'�etude des termes constants, en particulier ceux
intervenant dans le d�eveloppement du k�eme nombre premier pk.

II Th�eor�emes fondamentaux

Th�eor�eme 1. Soit f(x) une fonction admettant un d�eveloppement asympto-
tique, lorsque x!1, de la forme f(x) = exx��(DN (x

�1)+o(x�N )) avec � 2 R�,
DN 2 R[x], degr�e (DN ) � N et DN(0) 6= 0.

Supposons que f poss�ede une fonction r�eciproque g, alors on peut �ecrire le
d�eveloppement asymptotique de g, lorsque x!1, sous la forme:

g(x) = logx+

NX
n=0

�n+1
Pn(log logx)

(logx)n
+ o

�
1

(logx)N

�

avec
(8)(

Pn = Pn(Dn; �) 2 R[x] pour 0 � n � N

P 0n+1 = P 0n � nPn pour 0 � n � N � 1
et

degr�e (P0) = degr�e (P1)

degr�e (Pn) = n pour 2 � n

Preuve. La forme de la fonction r�eciproque est donn�ee dans de Bruijn [1].
Il nous faut prouver (8). Ecrivons f(x) = exx��D(1=x) o�u D est une fonction
de R dans R. La fonction r�eciproque y = g(x) v�eri�e eyy��D(1=y) = x, d'o�u
y � � log y + logD(1=y) = logx. Pesons y = logx+ z, on obtient alors

(9) z � � log logx� � log

�
1 +

z

logx

�
+ logD

�
1

log x+ z

�
= 0:

On peut donc �ecrire compte tenu de la forme du d�eveloppement asymptotique de z

NX
n=0

Sn(log logx)

(logx)n
+ o

�
1

(logx)N

�
= 0 avec Sn 2 R[x]:

Par suite
NP
n=1

Sn(log log x)
(log x)n = 0. Comme x et logx sont alg�ebriquement ind�ependants,

il vient 8n = 0; . . . ; N; Sn = 0. Tout se passe donc comme si l'�equation (9) �etait
remplac�ee par

(10) F (x; �) = z � �� � � log(1 + z=x) + logD(1=(x+ z)) = 0

avec z = z(x; �).
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Posons

h(x) = f(x)e�x; (8M � N) AM =

MX
n=o

�n+1Pn(�)x
�n

FM (x; �) = AM � �� + � logx+ logh(x+AM ):

Il vient alors d'apr�es (10)

(11) FM (x; �) = o(x�M )

(12)
@FM
@�

(x; �) =
@AM
@�

�
1 +

h0

h
(x+AM )

�
� � = o(x�M );

(13)
@FM
@x

(x; �) =
@AM
@x

�
1 +

h0

h
(x +AM )

�
+
�

x
+
h0

h
(x+AM ) = o(x�M );

d' o�u

(14)

�
x@FM
@x

+
@FM
@�

�
(x; �) =

�
x
@AM
@x

+
@AM
@�

��
1 +

h0

h
(x +AM )

�
+

+ x
h0

h
(x+ AM ) = o(x�M ):

D'autre part on a

(15) x
@AM
@x

+
@AM
@�

=

MX
n=0

�n+1
P 0n � nPn

xn
:

Montrons, �a partir de ces formules, et par r�ecurrence, la relation (8) du
th�eor�eme. PourM = 1, les relations (14) et (15) donnent compte tenu du D(0) 6= 0
et de

h0

h
(x) = �

�

x
+ o

�
1

x

�
;

(�P 00 + �2P 0i=x)(1� �=x) = o(1=x) d'o�u P 00 = P 01 = 1:

Supposons que (8) soit v�eri��e pour tout n tel que 0 � n � M � 1 � N � 2, et
montrons qu'il en est de même pour n = M . Le deuxi�eme membre de l'�equation
(15) s'�ecrit:

MX
n=0

�n+1x�n(P 0n � nPn) =

M�1X
n=0

�n+1P 0n+1x
�n + �M+1x�M (P 0M �MPM )

et l'on a

M�1X
n=0

�n+1P 0n+1x
�n=x

MX
n=1

�nP 0nx
�n=x

�M+1X
n=0

�NP 0nx
�n�P 00��

M+1P 0M+1x
�(M+1)

�
:
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La relation (15) devient alors

x
@AM
@x

+
@AM
@�

=
x

�

@AM+1

@�
� x+ �M+1x�M (P 0M �MPM � P 0M+1)

et la relation (14) s'�ecrit:

(16) x
@AM+1

@�
+�M+2x�M (P 0M�MPM�P

0
M+1)

�
1+

h0

h
(x+AM )

�
= �x+o(x�M ):

En injectant (12) dans cette relation il vient

�M+2x�M (P 0M �MPM � P 0M+1) = x
@AM+1

@�

�
h0

h
(x+AM+1)�

h0

h
(x +AM )

�
+

+ o(x�M ) = o(x�M )

d'o�u
P 0M+1 = P 0M �MPM :

Th�eor�eme 2. Soit F (x) une fonction admettant un d�eveloppement asymp-
totique, lorsque x!1, de la forme:

F (x) =
x

log� x

�
DN

�
1

logx

�
+

�
1

(logx)N

��

avec � 2 R�; DN 2 R[x], degr�e (DN ) � N et DN (0) 6= 0.

Supposons que F poss�ede une fonction r�eciproque G, alors, on peut �ecrire le
d�eveloppement asymptotique de G, lorsque x!1, sous la forme:

G(x) =
x(logx)�

DN(0)

�
1 +

NX
n=1

�n
Qn(log logx)

(log x)n
+ o

�
1

(logx)N

��

avec Qn = Qn(DN ; �) 2 R[x] pour 0 � n � N ,

(17) Q0
n+1 = Q0

n � (n� �)Qn pour 0 � n � N � 1; et Q0 = 1:

Preuve. C'est une cons�equence presque imm�ediate du th�eor�eme 1 par
l'interm�ediaire de la premi�ere partie de la proposition 1 ci-apr�es.

III Autres r�esultats

La proposition suivante permet de passer du d�eveloppement asymptotique
d'une fonction f au d�eveloppement asymptotique des fonctions log f et f� pour
� 2 R�.

Proposition 1. Supposons f(x) �
NP

n=O

Qn(logx)x
�n avec Qn 2 R[x] pour

0 � n � N; Q0 constante non nulle et

(18) Q0
n+1 = aQ0

n + b(n+ �)Qn pour 0 � n � N1:
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Alors a) log f(x) �
NP
n=0

Pn(log x)x
�n avec

(19)

Pn 2 R[x] pour 0 � n � N

P0 = logQ0; P 01 = b�

P 0n+1 = aP 0n + bnPn pour 1 � n � N � 1

(20)

b) f�(x) �
NX
n=0

Rn(logx)x
�n; � 2 R� avec

Rn 2 R[x] pour 0 � n � N

R0 = Q�
0

R0n+1 = aR0n + b(n+ ��)Rn pour 0 � n � N � 1

Preuve. Elle se fait de fa�con formelle et de fa�con analogue �a celle du th�eor�eme
1. On en d�eduit le corollaire.

Corollaire. Si f(x) � 1 +
P
n�1

Qn(log log x)
(log)n avec Q0

n+1 = aQ0
n + b(n+ �)Qn,

si n � 0 et Q0 = 1.

Si g(x) � 1 +
P
n�1

Rn(log log x)
(log x)n avec R0n+1 = aR0n + b(n + �0)Rn, si n �) et

R0 = 1.

Alors f(x)g(x) � 1 +
P
n�1

Sn(log log x)
(log x)n avec S0n+1 = aS0n + b(n+ � + �0)Sn, si

n � 0 et S0 = 1

et f(x)=g(x) � 1 +
P
n�1

Tn(log log x)
(log x)n avec T 0n+1 = aT 0n + b(n+ �� �0)Tn, si n � 0 et

T0 = 1.

La proposition qui suit permet de connâ�tre le d�eveloppement asymptotique
de g Æ f pour certains types de fonction g et f .

Proposition 2. Soit f(x) � x�(log x)�
�
1+
P
n�1

Qn(log log x)
(log x)n

�
avec � = �b=a,

� = ��=a; Qn 2 R[x] pour n � 0; Q0 = 1; Q0
n+1 = aQ0

n + b(n+ �)Qn.

Soit g(x) � ak
x

logk x
+ak+1

x
logk+1 x

+ � � �+ap
x

logp x avec ai 2 R pour k � i � p.

Alors gÆf(x) � ak�
�kx�(log x)��k

�
1+
P
n�1

Sn(log log x)
(log x)n

�
avec Sn 2 R[x] pour

n � 0; S0 = 1; S0n+1 = aS0n + b(n+ �+ k)Sn pour n � 0.

Preuve. D'apres la proposition 1 il viet d'abord

log f(x) � � logx

�
1 +
X
n�1

Tn(log logx)

(log x)n

�
avec T 0n+1 = aT 0n + b(n� 1)Tn; n � 0:
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puis pour tout j entier � 1

logj f(x) � �j logj x

�
1 +
X
n�1

Un;j(log logx)

(logx)n

�
avec Un;1 = Un pour n � 0; et

U 0
n+1;j = aU 0

n;j + b(n� j)Un;j pour n � 0 et j � 1:

D'apr�es le corollaire on peut �ecrire

1 +
X
n�1

Un;j(log logx)

(logx)n
=

�
1 +
X
n�1

Vn;j(log logx)

(logx)n

��1

avec V 0
n+1;j = aV 0

n;j + b(n+ j)Vn;j pour n � 0 et j � 1.

Ceci va nous permettre d'exprimerX
k�j�p

aj= log
j f(x):

Posons Cn = Vn;k+
pP

j=k+1

aja
�1
k �k�jVn�j+k;j . Alors C

0
n+1 = aC 0n+b(n+k)Cn; n �

0; C0 = 1 et

X
k�j�p

aj

logj f(x)
�

ak

�k logk x

�
1 +
X
n�1

Cn(log logx)

(logx)n

�
:

Finalement

g Æ f(x) = f(x)
X

k�j�p

aj

logj f(x)

�
ak
�k
x�(logx)��k

�
1 +
X
n�1

Qn(log logx)

(logx)n

��
1 +
X
n�1

Cn(log logx)

(logx)n

�
;

et le corollaire permet de conclure.

IV Programmation

1) On consid�ere d'abort le probl�eme: trouver x = x(z) tel que x � H(x) =
z; H(x) �etant C1 et o(x) quand x!1. Nous utilisons la m�ethode it�erative d�ecrite
dans Dieudonn�e [4], p. 86 de pr�ef�erence �a la m�ethode de Newton.

Alogorithme.

Soit x0 = z

xm = z +H(xm�1) pour m � 1.

Alors x(z) = xm +O(H(z)H 0(z)m) quand z !1.

2) Consid�erons maintenant

y = exx�aDN (x
�1) avec DN (x) = a0 + a1 + � � �+ aNx

N :
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En posant H(x) = a logx� logDN (1=x) et z = log y, il vient x�H(x) = z d'o�u

x(z) = xm+1(z) +O(z�(m+1) log z) + o(z�N )

et x = xm+1(log y) + o(log y)�m si m � N .

3) Si y = x log�a xDn((log x)
�1) posons

H(x) = a logx� logDN (1=x); X = log x; Z = log y:

On calcule X = Xm+1(z) + o(z�m) puis x = eXm+1(log y)(1 +O(log y)�m)).

Annexe

(* On considere

cas 1:exp(x)=x^a �D(1=x)

cas 2: x= log(x)^a �D(1= log(x))

avec D(x) = a(0) + a(1)x+ a(2)x^2 + . . . . . . . . . . . . a(N)x^N

le programme calcule les polynomes p(n) (jusqu'a l'ordre M <= N) intervenant
dans le developpement des fonctions reciproques des fonctions ci dessus.

cas 1:log(x)+somme (a^(n+ 1) � p(n)(log log(x))= log(x)^n)

cas 2:(x log(x))^a(1 + somme (a^n � p(n)(log log(x))= log(x)^n))

le programme demande de rentrer: le cas, a; M; N; a(0); . . .a(N).

�)

reciproque ( ) : =block ([sa, sm, sn, sd, sv, z, sw],

cas: read ("numero du cas"),

sa: read("rentrez A"),

sm: read ("rentrez M"),

sn: read ("rentrez N"),

for i:0 thru sn do

(a[i]:read ("rentrez a[",i,"]")),

sd: a[sn],

for i: sn-1 thru 0 step {1 do

(sd :sd/z+a[i]),

sh: sa *log(z)|expand (taylor (log(sd); z: inf; sm))

sv: z

for i: 1 thru sm+1 do

(sv :expand (sv),

sv : z+ taylor (expand (ev (sh, z = sv)), z, inf ; i� 1)),

if cas =2 then

(sv: sv�z � log(z)� sa,
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sv : taylor (exp (sv), z; inf; sm)),

sw : ev (sv, log(z) : t),

for i : ) thru sm do

(swsw : coe� (sw, z;�i),

print (sa ^(i+ 2� cas), "�p[",i,"]=",swsw))
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