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SUR LA M�ETHODE DES DOMAINES FICTIFS

POUR UNE �EQUATION ELLIPTIQUE QUASILIN�EAIRE

DU QUATRI�EME ORDRE

B. Jovanovi�c

R�esum�e. En utilisant la m�ethode des domaines �ctifs on a construit un sch�ema aux
di��erences �nies pour le premier probl�eme aux limites pour une �equation elliptique quasilin�eaire
du quatri�eme ordre. Si la solution g�en�eralis�e du probl�eme appartient �a l'espace de Sobolev H4(
),
on obtient une estimation du type jju� � Uhjj2;! = O(h0:5).

1. Introduction. Dans l'approximation des solutions g�en�eralis�ees des
�equations aux d�eriv�ees partielles par la m�ethode des di��erences �nies on rencontre
certains probl�emes. Par exemple, si la solution n'a pas de d�eriv�ees continues, on ne
peut pas d�emontrer la convergence par la technique classique des s�eries de Taylor.

Un autre groupe de probl�emes est provoqu�e par l'approximation de la fron-
ti�ere. Dans la m�ethode des domaines �ctifs on �evite ces probl�emes en compl�etant
le domaine primordial jusqu' �a un certain domaine "canonique". Dans ce nouveau
domaine on substitute le probl�eme initial par un probl�eme qui lui est proche.

Dans cet article on consid�ere la combinaison des m�ethodes des domaines �ctifs
et des di��erences �nies dans le cas d'un probl�eme aux limites elliptique quasilin�eaire
du quatri�eme ordre. Pour le sch�ema aux di��erences �nies nous avons obtenu une
estimation d'ordre de la convergence compatible avec la r�egularit�e de la solution.
De cette facon, le r�esultat de [14] est am�elior�e.

2. Le probl�eme aux limites. L'approximation par la methode des

domaines �ctifs. Soit 
 un ouvert born�e de R2, avec la fronti�ere S de classe C4.
Nous consid�erons le probl�eme aux limites suivant:

�2u+ a(x; u) = f(x); x = (x1; x2) 2 
(1)

u(x) = @u=@n = 0; x 2 S
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(� - l'op�erateur de Laplace). Nous supposons que f 2 L2(
), a 2 C(
� (�1;1))
et que les conditions suivantes sont v�eri��ees:

(a(x; u)� a(x; v))(u � v) � 0; 8(x; u; v);(2)

ja(x; u)� a(x; v)j � Lju� vj; 8(x; u; v):(3)

Sans limiter la g�en�eralit�e, nous pouvons supposer que a(x; 0) = 0.

Par jj � jjs;E nous d�esignons la norme, et par j � js;E la seminorme de l'espace
de Sobolev Hs(E) (s � 0, r�eel) [1]. M d�esigne la constante g�en�erique.

Le probl�eme (1) a une solution unique u 2 H4(
), et l'estimation �a priori

(4) jjujj4;
 �M jjf jj0;

est accomplie [14].

Pour l'approximation du probl�eme (1) nous utilisons la m�ethode des domaines
�ctifs [11]. Soit 
1 un autre domaine de R2, tel que 
 [ 
1 = 
� = (�r; r)2, ou
r = const > 0. Dans le domaine 
� nous consid�erons un nouveau probl�eme au
limite:

(5)
�2U + cU + a�(x; U) = f�(x); x 2 
�

U = �U = 0; x 2 @
�

o�u

f�(x) =

�
f(x); x 2 

0; x 2 
1

a�(x; u) =

�
a(x; u); x 2 


0; x 2 
1

c(x) =

�
0; x 2 
;
"�1; x 2 
1

" > 0; r�eel arbitrairement petit:

Suivant [2, 14], nous avons remplac�e la condition @u=@njS = 0 par �U j@
� =
0. Notons que la fonction prolong�ee a� satisfait aussi �a (2) et (3).

D'apr�es [14], le probl�eme (5) a une solution unique U 2 H4(
�) satisfaisant

(6) jjU jj2;
� �M jjf jj0;
 et

(7) jjU jj4;
� �M(jjf jj0;
 + "�1jjU jj0;
1
):

Lemme. La solution du probl�eme (5) converge vers la solution du probl�eme
(1), quand "! 0, au sens des estimations suivantes:

jju� � U jj2;
� �M("1=8jj�ujj0;S + "3=8jj@�u=@njj0;S);(8)

jju� � U jj2;
�
1
�M("5=8jj�ujj0;S + "7=8jj@�u=@njj0;S):(9)

o�u

u�(x) =

�
u(x); x 2 
;
0; x 2 
1:
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D�emonstration. L'erreur w = u� � U satisfait aux conditions:

�2w + cw + a�(x; u�)� a�(x; U) = 0; x 2 
 [ 
1

w = �w = 0; x 2 @
�(10)

[w]S = 0; [�w]S = �ujS :
Utilisant la formule de Green et la condition (2) on obtient:Z


�

[(�w)2 + cw2] dx � �
Z
S

�
@�u

@n
w ��u

@w

@n

�
dS:

Alors:

jwj22;
� + "�1jjwjj20;
1
� k@�u=@njj0;Sjjwjj0;S + jj�ujj0;Sjj@w=@njj0;S

D'ici, utilisant les in�egalit�es [8]:

jjwjj20;S �M(Æjwj21;
1
+ Æ�1jjwjj20;
1

);(11)

jwj21;
1
�M(Æjwj22;
1

+ Æ�1jjwjj20;
1
);(12)

(Æ > 0, arbitraire, suÆsamment petit), et l'estimation [11]:

(�2=2r2) jjwjj0;
� � (�=
p
2 r) jwj1;
� � jwj2;
�

on obtient immediatement (8) et (9).

3. Le shema aux di��erences �nies. Dans le domaine 
� = 
�[@
� nous
introduisons un r�eseau uniforme ! avec le pas h. Posons ! = ! \ 
�,  = !n!,
�i = fx 2  jxi = �r;�r < x3�i < rg, !i = ! [ �i (i = 1; 2), !0 = ! [ �1 [
�2[f(�r;�r)g et + = f(�r�h; x2); (r+h; x2); (x1;�r�h); (x1; r+h) jx1; x2 =
�r;�r + h;�r + 2h; . . . ; rg. Si v est une fonction discr�ete sur le r�eseau, posons

v�i(x) = v(x� hei); i = 1; 2;

ou e1 = (1; 0) et e2 = (0; 1).

Les op�erateurs des di��erences �nies seront d�e�nis de mani�ere habituelle:

�iv = (v+i � v)=h; riv = (v � v�i)=h; i = 1; 2:

Nous introduisons aussi le produit scalaire:

(v; y) = h2
X
x2!

v(x)y(x)

et les normes et seminormes suivantes:

jjvjj2 = jjvjj20;! = (v; v); j[vjj2i = h2
X
x2!i

v2(x); i = 0; 1; 2

jvj21;! =
2X

i=1

j[�ivjj2i ;

jvj22;! =

2X
i=1

jj�irivjj2 + j[�1�2vjj20;

jjvjj22;! = jjvjj20;! + jvj21;! + jvj22;!:
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En�n, par T�i nous d�esignons les op�erateurs av�erage de Steklov:

T+
i f(x) =

Z 1

0

f(x+ shei) ds = T�i f(x+ hei); i = 1; 2:

Notons que ces op�erateurs transforment les d�eriv�ees en di��erences �nies:

T+
i @f=@xi = �if; T�i @f=@xi = rif:

Pour l'approximation du probl�eme (5) nous consid�erons le schema aux di��e-
rences �nies suivant:

(13)

�2
hUh + (Tc)Uh + Ta�(�; Uh) = Tf�; x 2 !

Uh = 0; x 2 

�iriUh = 0; x 2 n(�(3�i) [ +(3�i)); i = 1; 2

o�u

�2
hv = �h(�hv); �hv = �1r1v +�2r2v;

T = T 2
1 T

2
2 ; et T 2

i = T+
i T

�

i (i = 1; 2):

De la th�eorie des op�erateurs monotones [5] on d�eduit facilement que le sch�ema
(13) a une solution unique.

L'erreur z = U � Uh satisfait aux conditions:

(14)
�2

hz + (Tc)z =

2X
i=1

(�iri�i;
p
Tc �i + �i); x 2 !

z = 0; x 2 ; �hz = �i; x 2 �i; i = 1; 2

o�u

�i = �iriU � T 2
3�i@

2U=@x2i ; i = 1; 2;

�1 =
p
Tc (U � TU); �2 =

p
Tc (TU)� T (cU)=

p
Tc;

�1 = T [a�(�; Uh)� a�(�; U)]; �2 = T [a�(�; U)� a�(�; U(�))]:

De (14) on a

(�2
hz; z) + ((Tc)z; z) =

2X
i=1

[(�iri�i; z) + (
p
Tc �i; z) + (�i; z)]:

Utilisant la sommation partielle, I'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz et la condi-
tion (2) on obtient l'estimation �a priori (voir aussi [6]):

(15) jzj2;! + jj
p
Tc zjj �M (jj�1jj+ jj�2jj+ jj�1jj+ jj�2jj+ jj�2jj):



Sur la m�thode des domaines �ctifs pour une �equation elliptique . . . 171

Th�eor�eme. Pour " � h4 (c'est-�a-dire M1h
4 � " � M2h

4) la solution du
sch�ema aux di��erences �nies (13) converge vers la solution du probl�eme au limite
(1), quand h! 0, et l'estimation

jju� � Uhjj2;! �M(h0:5 lnh�1jjujj2:5;
+(16)

+ h0:5jj�ujj0;S + h1:5jj@�u=@njj0;S + h2jjujj4;
)
est accomplie.

D�emonstration. Evidement

(17) ju� � Uhj2;! � ju� � U j2;! + jU � Uhj2;!:

D'apr�es [14]

jgj2;! �M jgj2;
� pour g 2 H2(
�):

D'ici et de (8) r�esulte:

(18) ju� � Uhj2;! �M("1=8jj�ujj0;S + "3=8jj@�u=@njj0;S

D'apres (15) on a:

(19) jU � Uhj2;! �M(jj�1jj+ jj�2jj+ jj�1jj+ jj�2jj+ jj�2jj):

Utilisant le lemme de Dupont-Scott [4] et la m�ethodologie de [6, 7, 9 et 13]
on obtient les estimations:

jj�ijj �Mh2jU j4;
� ; i = 1; 2(20)

jj�1jj �Mh2"�1=2jU j2;
1[Sh et(21)

jj�2jj �Mh"�1=2jU j1;Sh(22)

o�u

Sh =
[
x2S

fx0 j jx0 � xj2 = (x01 � x1)
2 + (x02 � x2)

2 �M2h2g:

De (20), (7) et (9) r�esulte:

(23)
jj�ijj �M(h2"�3=8jj�ujj0;S+

+ h2"1=8jj@�u=@njj0;S + h2jjujj4;
); i = 1; 2:

Utilisant l'in�egalit�e �evidente

jU j2;
1[Sh � ju� � U j2;
� + ju�j2;
1[Sh ;

l'�egalit�e ju�j2;
1[Sh = juj2;Sh\
, et l'in�egalit�e [12]:
(24) juj2;Sh\
 �M'(h; �)jjujjk+�;
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o�u k 2 f0; 1; 2; . . .g, 0 < � � 1, et

'(h; a) =

8<
:
h; 0 < � < 0:5
h0:5 lnh�1; � = 0:5
h0:5; 0:5 < � � 1;

de (21) et (8) on obtient:

(25)
jj�1jj �Mh2"�1=2("1=8jj�ujj0;S+

+ "3=8jj@�u=@njj0;S + h0:5 lnh�1jjujj2:5;
):

On d�emontre facilement que

jU j1:Sh �M(hjU j2;Sh + h0:5jj@U=@x1jj0;S + h0:5jj@U=@x2jj0;S):
D'ici, utilisant (11) et (12), r�esulte:

jU j1;Sh �M(hjU j2;Sh + hjU j2;
1
+ jU j1;
1

)

�M(hjU j2;Sh[
1
+ h�1jjU jj0;
1

):

Utilisant (22), (9) et les r�esultaits pr�ec�edents on obtient:

(26)
jj�2jj �Mh"�1=2[(h+ h�1"1=2)"1=8jj�ujj0;S+

+ (h+ h�1"�1=2)"3=8jj@�u=@njj0;S + h1:5 lnh�1jjujj2:5;
]:

De la condition de Lipschitz (3) et de l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz r�esulte:

j�2(x)j = h�2
ZZ
E

�
1� js1 � x1j

h

��
1� s2 � x2

h

�
[a�(s; U(x))�

� a�(s; U(s))] ds1 ds2 � M

h

8<
:
ZZ
E

[U(x)� U(s)]2 ds1 ds2

9=
;

1=2

=

=
M

h

8<
:
ZZ
E

2
4Z x2

s2

@U(s1; t2)

@t2
dt2 +

x2Z
s2

x1Z
s1

@2U(t1; t2)

@t1@t2
dt1 dt2 +

+

x2Z
s2

@U(t1; s2)

@t1
dt1

3
5
2

ds1 ds2

9>=
>;

1=2

�

�M

8<
:
ZZ
E

"�
@U

@s1

�2
+

�
@U

@s2

�2
+

�
@2U

@s1@s2

�2#9=
; ds1 ds2;

ou on a pose E = E(x) = (x1 � h; x1 + h)� (x2 � h; x2 + h).
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Par la sommation par les noeuds du r�eseau on obtient:

jj�2jj �MhjjU jj2;
� :

Par contre:

jjU jj2;
� � jju� � U jj2;
� + jju�jj2;
� = jju� � U jj2;
� + jjujj2;
:

D'ici et de (8) on obtient:

(27) jj�2jj �Mh(jjujj2;
 + "1=8jj�ujj0;S + "3=8jj@�u=@njj0;S):

De (17-19), (23), (25{27) et de l'in�egalit�e �evidente jjujj2;
 � jjujj2:5;
 en
prenant que " = Mh4, on obtient:

(28)
ju� � Uhj2;! �M(h0:5 lnh�1jjujj2:5;
+

+ h0:5jj�ujj0;S + h1:5jj@u=@njj0;S + h2jjujj4;
)

En�n, dans l'espace des fonctions discr�etes veri�ant v(x) = 0 sur  la semi-
norme j � j2;! est �equivalente �a la norme k � k2;! [3], d'ou r�esulte (16).

Remarque. Utilisant le th�eor�eme des traces [10] et l'in�egalit�e (24) avec � > 0:5,
on obtient une estimation plus simple:

jju� � Uhjj2;! �M(h0:5jjujj2:5+Æ;
 + h1:5jjujj3:5+Æ;
 + h2jjujj4;
)
(Æ > 0, arbitraire). D'ici, on a aussi:

jju� � Uhjj2;! �Mh0:5jjf jj0;
:
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