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UNE G�EN�ERALISATION NATURELLE DU PRODUIT SCALAIRE

DANS UN ESPACE NORM�E ET SON UTILISATION�

Pavle M. Mili�ci�c

R�esum�e. Pour un espace X norm�e, r�eel ou complexe, on d�e�nit avec (1), (2) et (5) la
g�en�eralisation unique du produit scalaire. On d�emontre que cette g�en�eralisation a des propri�et�es
meilleures que celles des g�en�eralisations correspondantes de Tapia [9] et Abreu, Canavati [1].
Mettant a pro�t la fonctionnelle g d�e�nie par (2), on �etablit certaines propri�et�es nouvelles des
notions suivantes: convexit�e stricte (CS), complexe convexit�e stricte (cCS), convexit�e c1-stricte
(Cc1S), lissit�e (L), complexe lissit�e absolue (cLA) et c1-lissit�e absolue (c1LA).

Nous nous tiendrons �a la terminologie suivante.

X est un espace norm�e sur le corps � (� = R ou � = C). X� est le dual
topologique de X . S(X) := fx 2 X j jjxjj = 1g, U(X) := fx 2 X j jjxjj � 1g.
Jx := ff 2 X� j f(x) = jjf jj jjxjj; jjf jj = jjxjjg.

(1) ��(x; y) = lim
t!�0

t�1(jjx+ tyjj � jjxjj); x; y 2 X; x 6= 0:

(2) g(x; y) := (jjxjj=2)(��(x; y) + �+(x; y)):

Gx := fy 2 X j��(x; y) = �+(x; y)g. d(y;Gx) := inf jjy�gjj, g 2 Gx. Pour Y � X�,
Y? = fx 2 X j (8f 2 Y )f(x) = 0g. (ReJx)? := fh 2 X j (8f 2 Jx)Ref(h) = 0g[x]
d�esigne la combinaison lin�eaire sur fxg.

� := fz 2 C j jzj = 1g; D := fz j jzj < 1g; D := D [�:

�0 := f�1; 1g; D0 := (�1; 1) � R; D0 := [�1; 1] � R:

�1 = f�1; 1;�i; ig � C, D1 est l'int�erleur du carr�e dont les côt�es sont les segments
aux extremit�es �1, 1, �i, i. D est l'ensemble D1 avec sa fronti�ere.

Soulignons que les fonctionnelles ��, �+ et g existent sur X2, pour chaque
espace X .

�) Communiqu�e au First lnternational Workshop in Analysis and its Applications, Dubrov-
nik | Kupari, 01{11 06 1986.
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Il est bien connu que le point x 2 S(X) est un point lisse de la sph�ere S(X)
si et seulement si ��(x; y) = �+(x; y) pour tout y 2 X . Un espace X est lisse si et
seulement si chaque x 2 S(X) est un point lisse. Le point x 2 S(X) est un point
extrême de U(X) si jjx + yjj � 1 entrâ�ne y = 0. Si chaque point de S(X) est un
point extrême de U(X), on dit que l'espace X est strictement convexe (SC).

Ajoutons encore quelques d�e�nitions connues.

D�e�nition 1. [10]. On dit que x 2 S(X) est un point complexe extrême de
U(X) (point c-extrême) si l'implication

(3) jjx+�yjj � 1) y = 0

est vraie.

On dit que X est un espace complexe strictement convexe (cSC) si chaque
point x 2 X est un point c-extrême de U(X). En substituant, dans (3), �1, �a �,
on obtient la notion de convexit�e c1-stricte (Cc1S) et en substituant, dans (3), �0

�a �, on obtient (CS).

De�nition 2. [5]. On dit que x 2 S(X) est un point complexe absolument
lisse de S(X) si pour chaque y 2 X il existe � 2 � tel que

��(x; �y) = �+(x; �y):

On dit que X est un espace absolument c-lisse (cLA) si chaque x 2 S(X)
est un point complexe absolument lisse. Par reduction de l'ensemble � �a �1 on
obtient la d�e�nition de la notion de c1-lissit�e absolue (c1LA) d'un espace X , et en
substituant f1g �a � on obtient la noton de lissit�e (L) d'un espace X .

Sans doute, le produit scalaire (:; :) est la fonctionnelle la plus importante sur
X2, pour chaque espace pr�ehilbertien X . II est synonime de la m�ethodologie d'un
espace pr�ehilbertien. A causse de cela on a consid�er�e beaucoup de g�en�eralisations
du produit scalaire dans des espaces norm�es. Mais, la plupart de ces g�en�eralisations
ne sont pas applicatives. A cause de cela citons une proposition de Tapia [9]: Pour
qu'une application h:; :i : X2 ! � soit une g�en�eralisation naturelle du produit
scalaire, elle doit satisfaire aux conditions suivantes: (a) hx; yi est bien d�e�ni; (b)
hx; xi = jjxjj2; (c) jhx; yij � jjxjj jjyjj (l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz-Buniakovsky);
(d) s'il existe un produit scalaire (:; :) sur X2, alors on a hx; yi = (x; y), pour tout
x; y 2 X .

L'application h:; :i d�e�nie par Tapia [9] avec

(4) hx; yi := jjxjj�+(x; y);

pour un espace re�el poss�ede les propri�et�es (a){(d).

L'application [:; :] que nous avons d�e�nie [6] avec

(5) [y; x] := g(x; y)� ig(x; iy);

pour un espace complexe poss�ede les propri�et�es (a){(d).
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Abreu et Canavati ont d�e�ni une g�en�eralisation du produit scalaire [1] sous
la forme suivante: Soit

F := fF jF est un ensemble compact, convexe et born�e de �g:

Alors, pour tout X par

(6) (y;x) := f'(y)j' 2 Jxg

on d�e�nit l'application (:; :) : X2 ! F qui a les propri�et�es suivantes:

(i) (x+ y; z) � (x; z) + (y; z), (ii) (�x; y) = �(x; y),

(iii) (x;x) = fjjxjj2g, (iv) max j(x; y)j � jjxjj jjyjj.

Signalons que notre g�en�eralisation (5) (pour le cas r�eel (2)) est apparue
avant les g�en�eralisations (4) et (6). Cependant les g�en�eralisations (5) et (2) ont
de meilleures propri�et�es que les g�en�eralisations (4) et (6). En e�et: 1) les fonction-
nelles g et [:; :] sont d�e�nies de mani�ere unique pour chaque espace norm�e et elles
remplissent les conditions (a)-(d) (voir (9) et (13) de [6]); 2) la fonctionnelle g est
homog�ene par rapport au second argument, mais la fonctionnelle n'est pas homo-
gene (voir (1) et [3] de 6); 3) dans quelques espaces non triviaux (les espaces qui ne
sont pas lisses, par exemple L1) la fonctionnelle g ([:; :]) est additive par rapporte
au second argument (par rapport au premier argument), mais la fonctionnelle h:; :i
(l'application (:; :)) ne l'est pas (exemple 1 et exemple 2 de [7]); 4) si X est lisse
(par exemple X = Lp, p > 1, alors on a

fhx; yig = fg(x; y)g = (y;x); x; y 2 X pour le cas r�eel;

f[y; x]g = (y;x); x; y 2 X pour le cas complexe:

Le vrai rapport des g�en�eralisations [:; :] et (:; :) donne le th�eor�eme 1. Mais,
disons d'abord que le nombre c = � + i� est le centre de l'ensemble F 2 F si le
nombre � est le centre de la projection de F sur l'axe Ox, et que � est le centre de
la projection de F sur l'axe Oy du plan xOy.

Th�eor�eme 1. Pour chaque x; y 2 X, x 6= 0, [y; x] est le centre de l'ensemble
(y;x).

D�emonstration. Tout d'abord soulignons que, pour tout y 2 X et tout ' 2 Jx
on a

(7) jjxjj��(x; y) � Re'(y) � jjxjj�+(x; y) [4, p. 349]:

Donc,

(8) jjxjj��(x; iy) � Re(iy) � jjxjj�+(x; iy):

Comme on a Re'(iy) = �Im'(y), l'in�egalit�e (8) donne

�jjxjj�+(x; iy) � Im'(y) � �jjxjj��(x; iy):
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En outre, pour chaque � 2 R tel que jjxjj��(x; y) � � � jjxjj�+(x; y), il existe

un ' 2 Jx tel que Re'(y) = � [4, p. 349]. �Etant donn�e qu'en plus

jjxjj��(x; y) � g(x; y) � jjxjj�+(x; y)

il existent des ';  2 Jx tels que Re'(y) = g(x; y) et Im (y) = �g(x; iy). Soient
alorsAx(y) = f'(y) j' 2 Jx;Re'(y) = g(x; y)g, Bx(y) = f (y) j 2 Jx; Im (y) =
�g(x; iy)g. L'ensemble (y;x) est compact, convexe, ferm�e et born�e dans C(R). Cela
signi�e que les ensembles Ax(y) et Bx(y) sont deux segments orthogonaux (ou l'un
d'eux est un singleton). D�esignons par P et Q les extr�emit�es du segment Ax(y)
et par R et S les extr�emit�es du segment Bx(y) (Fig. 1). Alors, PSQR appartient
�a l'ensemble (y;x) et l'intersection de leurs diagonales, le point g(x; y)� ig(x; iy),
appartient �a cet ensemble.

Corollaire 1. La fonctionnelle [:; :] poss�ede les propri�et�es suivanles:

[�x; y] = �[x; y]; x; y 2 X;(9)

j[x; y]j � jjxjj jjyjj; x; y 2 X:(10)

D�emonstration. D'apr�es (ii) les ensembles (�x; y) et �(x; y) ont des centres
�egaux, c'est-�a-dire on a (9). En appliquant (iv) on obtient (10).

De l'in�egalit�e (10) s'ensuit l'in�egalit�e

(11) g2(x; y) + g2(x; iy) � jjxjj2jjyjj:

Cette in�egalit�e est plus exacte que l'in�egalit�e correspondante dans [6].

Dans le cas r�eel, le th�eor�eme suivant a �et�e d�emontr�e par Godini [2]. Nous
donnons une d�emonstration nouvelle de ce th�eor�eme pour le cas complexe ou le cas
r�eel.

Th�eor�eme 2. Pour X sur � (� = R ou � = C) on a la repr�esentation

(12) Gx = (Re Ju)? � [x]; x 2 X:

D�emonstration. Soit y 2 (Re Jx)? � [x]. Alors il existe un scalaire unique
� = � + i� et un vecteur unique h 2 (Re Jx)? tels que y = �x + h. D'apr�es (3)
dans [7] pour un espace X on a

(13) ��(x; ax+ b) = ajjxjj+ b��(x; y); a; b 2 R; b � 0:
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Cette �egalit�e est valable aussi pour X complexe. En e�ect si Xr est l'espace
norm�e r�eel associ�e a l'espace X complexe, alors, pour chaque x; y 2 X il s'ensuit
que x; y 2 Xr. Par cons�equent,d'apr�es (13), on a

��(x; y) = ��(x; �x + i�x+ h) = �jjxjj+ ��(x; i�x+ h):

Comme ��(x; i�x+ h) ? ��(x; i�x) + ��(x; h) [6, (14)] et �etant donn�e qu'il existe
des '1; '2 2 Jx tels que Re'1(h) = ��(x; h) et Re'1(h) = �+(x; h), il s'ensuit
que ��(x; h) = 0. De plus, on v�eri�e sans peine que ��(x; i�x) = ��(x; ix) = 0
pour � > 0 et ��(x; i�x) = ��(x; ix) = 0 pour � < 0. Par cons�equent on a
��(x; y) = �+(x; y) = �jjxjj. On d�eduit de ce qui pr�ec�ede que

(Re Jx)? � [x] � Gx:

Soit maintenant y 2 X . Alors il existe un f 2 Jx tel que le nombre f(y)
est le centre de l'ensemble (y;x) (Th�eor�eme 1). Puisque x 62 Kerf , il existe un
h 2 Ker f et un � 2 � tels que y = �x+ h. Suivant la d�emonstration du th�eor�eme
1, dans ce cas, il s'ensuit que Re(y;x) est un singleton; ainsi pour tout ' 2 Jx, on
a Re'(y) = g(x; y) = Re f(y) ou Re'(h) +Re�jjxjj2 = 0+Re�jjgjj2. C'est-�a-dire,
h 2 KerRe', et nous avons Gx � (Re Jx)? � [x].

Th�eore�me 3. Pour tout X norm�e on a

(14) jjxjj(�+(x; y)� d(y;Gx)) � g(x; y) � jjxjj(��(x; y) + d(y;Gx)); x 6= 0:

D�emonstration. Soit Xr l'espace norm�e r�eel associ�e a l'espace X . L'ensemble
Gx est un sous-espace de l'espace Xr [2]. Soient f1; f2 2 Jx tels que Re f1(y) =
jjxjj�+(x; y) et Re f2(y) = jjxjj��(x; y). De (12) il s'ensuit que Gx � Ker (f1�f2)=2
ou Re (f1 � f2)=2 2 G

?
x . En outre Re (f1 � f2)=2 2 ReX� et jjRe (f1 � f2)=2jj � 1.

(8) dans [3] entraine pour X r�eel

(15) d(y;Gx) = max f'(y) j' 2 G?x ; jj'jj � 1g:

Pour ' = Re (f1 � f2)=2 de (15) on obtient

d(y;Gx) � Re (f1 � f2)=2(y) = (�+(x; y)� ��(x; y))=2:

Donc, pour tout X r�eel ou complexe on a

(16) �+(x; y)� ��(x; y) � 2 d(y;Gx); x; y 2 X:

Par d�e�nition de la fonctionnelle g nous avons

g(x; y) = jjxjj��(x; y) + (jjxjj=2) (�+(x; y)� ��(x; y))

= jjxjj�+(x; y)� (jjxjj=2) (�+(x; y)� ��(x; y)):

En appliquant encore (16) on obtient (14).

Corollaire 2. Pour tout X r�eel ou complexe on a

g(x; y) + g(x; z)� jjxjj(d(y;Gx) + d(z;Gx)) � g(x; y + z) �(17)

� g(x; y) + g(x; z) + jjxjj(d(y;Gx) + d(z;Gx)); x; y; z 2 X:
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D�emonstration.

g(x; y) + g(x; z) � jjxjj(��(x; y) + ��(x; z) + d(y;Gx) + d(z;Gx)) �

� jjxjj��(x; y + z) + d(y;Gx) + d(z;Gx) � g(x; y + z) + jjxjj(d(y;Gx) + d(z;Gx))

De ce qui pr�ec�ede il s'ensuit que

g(x; y + z) � g(x; y) + g(x; z)� jjxjj(d(y;Gx) + d(z;Gx)):

Utiliser les in�egalit�es (14),

��(x; y + z) ? ��(x; y) + ��(x; z) et jjxjj��(x; y) � g(x; y) � jjxjj�+(x; y):

On obtient de facon analogue

g(x; y + z) � g(x; y) + g(x; z) + jjxjj(d(y;Gx) + d(z;Gx)):

Nous allons prouver, maintenant, que la fonctionnelle g est tr�es importante
pour certaines caracterisations geometriques de l'espace X .

Th�eor�eme 4. x 2 S(X) est un point c-extrême (ci-extrême i = 0; 1) si et
seulement si pour tout � 2 � (� 2 �i) on a

(18) g(x+ �y; �y) = 0) y = 0:

D�emonstration. Premi�erement citons le th�eor�eme 1 de [8]: Soit x 2 S(X) et
y 2 X tels que (8� 2 �)jjx+ �yjj � 1; alors:

(8f 2 Jx)f(y) = 0 et (8� 2 D) jjx+ �yjj = 1:

On v�eri�e sans peine que ce th�eor�eme reste vrai si l'on substitue �i (i = 0; 1)
�a � et Di �a D. Nous allons prouver le th�eor�eme 4 pour le cas �. Soit x 2 S(X)
un point c-extreme de U(X) et (8� 2 �)g(x + �y; �y) = 0. Alors on peut �ecrire
g(x+�y; �y+x�x) = 0, d'ou, d'apr�es (13), on aura jjx+�yjj2 = g(x+�y;�x) �
jjx+ �yjj. Donc, (8� 2 �)jjx + �yjj � 1 et par cons�equent y = 0.

Soit maintenent

(19) (V � 2 �) jjx+ �yjj � 1:

Cette condition d'apr�es le resultat cit�e dans [8] donne

(20) (8� 2 D) jjx+ �yjj = 1:

Ceci signi�e que, pour tout � 2 D,

��(x+ �y; �y) � g(x+ �y; �y) � �+(x+ �y; �y) ou

(21) lim
t!�0

t�1[jjx+�(1+ t)yjj�1] � g(x+�y; �y) � lim
t!+0

t�1[jjx+�(t+1)yjj�1]:
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Pour � = ei'=3, ' 2 R et t 2 [�1; 1] on a jjx + �(1 + t)yjj = 1, puisque les limites
ant�erieures sont �egales �a z�ero. Donc, pour � 2 � on a

g(x+ �y=2; �y=2) = 0

et, d'apr�es (18), y=2 = 0, c'est-�a-dire y = 0.

Corollaire 3. Un espace X est c-strictement convexe (ci-strictement con-
vexe i = 0; 1) si et seulement si pour tout x 2 S(X) on a l'implication (18).

Par cons�equent nous obtenons un crit�ere nouveau pour la convexit�e d'un
espace X sous la forme:

Corollaire 4. Un espace X est strictement convexe si et seulement si pour
tout x 2 S(X) on a l'implication g(x� y; y) = 0) y = 0.

Th�eor�eme 5. Un point x 2 S(X) est un point absolument c-lisse (ci-lisse)
de la sph�ere S(X) si et seulement si pour tout y 2 X il existe un � 2 � (� 2 �i)
tel que

(22) lim
t!0

g(x+ t�y; �y) = g(x; �y) (t 2 Rnf0g) et

(23) d(x;Gx+t�y) = o(t) (t! 0):

D�emonstration. Soient x 2 S(X), t > 0, � 2 X , x+ t�y 6= 0, pour lesquels on
a (22) et (23). En utilisant les propriet�es: jg(x; y)j � jjxjj jjyjj, g(x; x) = jjxjj2 et le
corollaire 2, nous obtenons

jjx+ t�yjj � jjxjj =
jjx+ t�yjj2 � jjxjj jjx+ t�yjj

jjx+ t�yjj
�

g(x+ t�y; x+ t�y) � jg(x+ t�y; x)j

jjx+ t�yjj
�

jg(x+ t�y; x)j+ jjx+ t�yjj d(x;Gx+t�y) + g(x+ t�y; t�y) + jjx+ t�yjj d(t�y; Gx+t�y)

jjx+ t�yjj
�

�
jg(x+ t�y; x)j

jjx+ t�yjj
=

t g(x+ t�y; �y)

jjx+ t�yjj
+ d(x;Gx+t�y) + d(t�y; Gx+t�y):

Comme
d(t�y;Gx+t�y) = d(x+ t�y � x;Gx+t�y)

�d(x+ t�y;Gx+t�y) + d(�x;Gx+t�y) = d(x;Gx+t�y)

il s'ensuit que

(24)
jjx+ t�yjj � jjxjj

t
�
g(x+ t�y; �yjj)

jjx+ t�yjj
+ 2

d(x;Gx+t�y)

t
:

Donc, l'in�egalit�e (24) et les conditions (22) et (23) impliquent l'in�egalit�e

(25) �+(x; �y) � g(x; �y)

Comme on a, encore, g(x; �y) � �+(x; �y), il s'ensuit que g(x; �y) = �+(x; �y) =
��(x; �y). Si, pour t = t0 6= 0 on a x+ t0�y = 0 alors y = �(t0�)

�1x et

u�1(jjx+uyjj � jjxjj) = u�1(j1� (t0�)
�1uj � 1) = u�1(

p
1� 2%u cos'+ u2%2� 1)
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o�u u 2 Rnf0g et (t0�)
�1 = % cos'+ i% sin'. Par cons�equent ��(x; y) = �% cos',

c'est-�a-dire ��(x; y) = �+(x; y).

Supposons maintenant, pour x 2 S(X), y 2 X , qu'il existe un � 2 � tel que

(26) ��(x; �y) = �+(x; �y):

Soit f(x; �y; t) := jjx + t�yjj � jjxjj; x; y 2 X , x 6= 0, t 2 R. Il est �evident que la
fonction r�eelle f est convexe par rapport �a t. Comme on a

lim
t!�0

f(x; �y; t)� f(x; �y; 0)

t
= lim

t!�0

jjx+ t�yjj � jjxjj

t
= ��(x; �y)

de (26) on d�eduit que la fonction f est d�erivable par rapport �a t, pour t = 0. Alors,
d'apres le th�eor�eme sur une fonction convexe d�erivable, il s'ensuit que la d�eriv�ee
@f=@t est une fonction continue �a gauche dans le point t = 0, et continue �a droite
dans t = 0. D�esignons par f 0�(x; �y; u) la d�eriv�ee �a droite (�a gauche) dans le point
t = u. Il est �evident que

(27) f 0�(x; �y; u) = ��(x+ �uy; �y); f 0�(x; �y; 0) = ��(x; �y);

ce qui prouve qu'on a

(28) lim
u!0

f 0�(x; �y; u) = f 0�(x; �y; 0) = ��(x; �y):

Comme on a, encore,

jjx+ u�yjj��(x+ u�y; �y) � g(x+ �uy; �y) � jjx+ u�yjj�+(x+ u�y; �y);

de (27) et (28) nous d�eduisons lim
u!0

g(x+u�y; �y) = g(x; �y). Il faut, encore, v�eri�er

que d(x;Gx+t�y) = o(t). Cependant, pour x; y 2 X , �0 2 � et t 2 R �x�es, il existe
un � 2 � tel que ��(x + t�0y; �x) = �+(x + t�0y; �x). Alors �x 2 Gx+t�0y et,
d'apr�es le th�eor�eme 2, x 2 Gx+t�0y. Par cons�equent d(x;Gx+t�0y) = 0.

Corollaire 5. Un espace X est absolument c-lisse (ci-lisse) si et seulement
si on a (22) et (23) pour chaque x 2 S(X).

Corollaire 6. Un espace X est lisse si et seulement si, pour tout x; y 2 X,
on a lim

t!0
g(x+ ty; y) = g(x; y) et d(x;Gx+ty) = o(t) (t! 0).
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