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OB ODNOM VOPROSE IVANOVA OTNOS�WES�
NELINE�NIM KVAZI-S�IMA�WIM OTOBRA�ENI�M

L�bomir Qiriq

A. A. Ivanovym v [2] dokazana sledu�wa� teorema:

Teorema [2, str. 43]. Pust~ (X; d) polnoe metriqeskoe prostranst-
vo, T : X ! X takoe otobra�enie, qto

1Æ !(r) < r; dl� r > 0 : 3Æ !(r) neubyva�wa� funkci�;

4Æ lim
r!1

[r � !(r)] = +1:

Togda suwestvuet edinstvenna� nepodvi�na� toqka � otobra�eni� T i
limn T

nx = � dl� l�bo� toqki x 2 X.

Zametim qto esli v 1Æ !(r) = k � r, gde 0 < k < 1, kogda T nazyvaets�
kvazi-s�ima�wim otobra�eniem [1].

V sv�zi s svo�stvami 3Æ i 4Æ funkcii !(r) Ivanov zameqaet [2,
str. 45]:

Zameqanie. \Mne neizvestno, �vl�ets� li uslovi� neubyvani� funk-
cii ! i uslovie r � !(r) ! 1 pri r ! 1 suwestvennymy v for-
mulirovke dokazanno� teoremy ili �e ot nih mo�no osvobodits�. Tak
kak �ti uslovi� dovol~no obremenitel~ny, to �elatel~no libo postroit~
primery, pokaziva�wie ih suwestvennost~, libo na�ti ne ispol~zu�wee
�ti uslovi� dokazatel~stvo sootvetstvu�we� teoremy".

Zdes~ my postroim dva primera. Primer 1 pokazyvaet qto uslovie
3Æ suwestvenno, a primer 2 pokazyvaet qto i uslovie 4Æ suwestvenno.

Primer 1. Pust~ X = (0;+1) s obyqno� metriko� (d(x; y) = jx � yj)
funkci� ! opredelena sootnoxeniem

!(r) =

(
r=2; r 2 [0; 1);

r � 1=2; r 2 [1;+1)

AMS Subject Classi�cation (1980): Primary 54H25.



150 L� Qiriq

i dl� otobra�eni� T : X ! X, Tx = x+ 1.

Poka�em qto dl� otobra�eni� T vypolneno uslovie 1Æ. Pust~, dl�
opredelenosti, x < y. Togda

d(Tx; Ty) = d(x; y) < [d(x; y) + 1]� 1=2 = ![d(Tx; Ty)]:

Tak kak funkci� ! neprerivna, vozrasta�wa� i !(r) < r, to v �tom
primere vypoln��ts� vse uslovi� 4Æ, a otobra�enie T ne imeet nepod-
vi�no� toqki.

Primer 2. Pust~ X =]0;+1) s metriko� opredeleno� sootnoxeniem

Æ(x; y) =
d(x; y)

1 + d(x; y)
(d(x; y) = jx� yj);

funkci� ! opredelena otnoxeniem

!(r) =

(
r=2; r 2 [0; 1=2) [ [1;+1;

r � 12; r 2 [1=2;+1)

i dl� otobra�eni� T : X ! X, Tx = x+ 1.

Togda funkci� ! polunepreryvna sprava, !(r) < r, limr[r � !(r)] =
+1, no ! ne �vl�ets� neubyva�we� funkcie�. Napomnim qto (X; Æ) est~
polnoe prostranstvo.

Poka�em teper~ qto dl� otobra�eni� T vypolneno uslovie 1Æ.
Pust~, dl� opredelenosti, x < y. Polo�im d(x; y) = r. Togda

Æ(Tx; Ty) = Æ(x; y) =
r

1 + r
; ![Æ(x; Ty)] =

1 + r

2 + r
�
�
1�

1 + r

2 + r

�2
:

Tak kak
r

1 + r
<

1 + r

2 + r
�
�
1�

1 + r

2 + r

�2
to Æ(Tx; Ty) < ![Æ(x; Ty)].

Takim obrazom, v postroennom zdes~ primere vypoln��ts� vse us-
lovi� danno� teoremy krome uslovi� neubyvani� funkcii !, a oto-
bra�enie T ne imeet nepodvi�no� toqki.

Zameqanie. Napomnim zdes~ qto Ivanov v [2, str. 33] dl� teormy, v
kotoro� uslovie 1Æ zamenenno sledu�wim usloviem:

1Æ d(Tn(x)x; Tn(y)y) � ![d(x; y)]

postroil primer (str. 32{33) kotory� pokazyvaet, qto uslovie 4Æ �v-
l�ets� suwestvennym usloviem v �to� teoremy, a tak�e postroil i
primer (str. 37{40) kotory� pokazyvaet, qto i uslovie 3Æ �vl�ets�
suwestvennym usloviem v �to� teoremy.
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