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VHO�DENIE V SKOL^Z�WI� RE�IM REXENI�
NEAVTONOMNYH OPERATORNYH URAVNENI�

R. I. Alidema

Rez�me. Privedeno matematiqeskoe issledovanie usto�qivosti mnogomernyh
neavtonomnyh differencial~nyh uravneni� s rele~nymi mnogomernymi operatora-
mi. Dokazany qastotnye kriterii vho�deni� sistemy (1) v skol~z�wi� re�im. Pri
dokazatel~stve �togo kriteri� nar�du s postroeniem seme�stv beskontaktnyh �lip-
soidal~nyh poverhnoste� ispol~zovana qastotna� teorema �kuboviqa-Kalmana dl�
razreximosti nekotoryh special~nyh matriqnyh sootnoxeni�.

1. V [1] provedeno matematiqeskoe issledovanie usto�qivosti mno-
gomernyh differencial~nyh uravneni� s rele�nymi mnogomernymi op-
eratorami.

V danno� sta~e �ti rezulmtati rasprostran��ts� na sistemy s
additivno vhod�wimi vnexnim vozde�stviem i operatorno� relejino�
neline�nost~�, povedenie kotoro� opisyvaets� neavtonomnymi urav-
neni�mi

.

x = Ax + b'[�(t); '0]t + f(t); � = c�x; (1)

gde '[�(t); '0]t { mnogoznaqny� rele�ny� operator, udovletvor��wi�
sootnoxeni� '(�(t1) = '(�(t2)) esli �(t) 6= 0 pri t 2 [t1; t2] i '(�) 2 [�1; �2],
8� > 0, '(�) 2 [��2;��1], 8� > 0 (ris. 1), �1; �2 { polo�itel~nye
qisla; zes~ '(�(t)) { funkci�, �vl��wa�s� znaqeniem �togo operato-
ra, f(t) { differenciruema� vektor-funkci�, udovletvor��wa� uslovi�
jf(t)j � c1e

�"t, " > 0 A { gurviceva n � n-matrica, b; c { posto�nnye n-
mernye vektory, (�) { transponirovanye, x(t) { n-merny� vektor.

Pust~ zadaqa Koxi dl� l�byh naql~nyh dannyh sistemmy (1)
razrexima na intervale (t0;+1) [2]. Primem opredelenie rexeni�, takoe
�, kak v rabote [1].

2. Sformuliruem rezul~tat, poluqenny� v rabote.
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Teorema. Pust~ vypolneny uslovi�: �(0) 6=) i suwestvu�t �1; �2 > 0
takie qto

<

�
�1
�(i!)� �(0)

i!
+ �2�(i!)

�
> 0; 8! � 0: (2)

Togda l�boe rexenie sistemy (1) libo stremits� pri t ! +1 k plas-

tinke skol~z�wih re�imov, libo beskoneqnoe qislo raz pri t ! 1 vhodit

s skol~z�wi� re�im.

Dokazatel~stvo. Pust~ dl� danno� sistemy vipolneny uslovi� teo-
remy. Togda suwestvuet vewestvenna� n� n matrica H > 0 taka�, qto

HA� +AH < 0 HA�1b = �1c+ �2A
�c: (3)

Iz nevyro�dennosti �(p), legko videt~, qto imeet mesto ravenstvo

c�(A� pl)�1A�1 = (�(p)� �(0)=p

Oc�da i po teoreme 1.2.10 [2] oqevidnym obrazom vytekaem (3).

Dl� togo, qtoby ustanovit~ qastoty� kriteri� vho�deni� v skol~-
z�wi� re�im dostatoqno rassmotret~ seme�stvo n-mernyh �llipsoidov
v vide funkcii L�punova, s nekotorym vidoizmeneniem ee, sootvet-
stvu�wim razryvnomu sluqa�,

0 < Vk(x) = (x� xk)
�H(x� xk); H > 0; k = 1; 2;

gde
x1 = �A�1b'(+0);

x1 = �A�1b'(�0);
'k =

(
'(+0); k1 = 1;

'(�0); k1 = 2:
(4)
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Zdes~ '(+0) i '(�0) | nekotorye qisla iz prome�utka (�1; �2) i
(��1;��2).

Pri dvi�enii izobra�a�we� toqki po traektorii sistemmy (1) vy-
poln�ets� sootnoxenie

.

V k(x) = 2(x� xk)
�H(x� xk)

. = 2(x� xk)
�H(Ax+ b'(�)) + f(t) =

= 2(x� xk)
�H(A(x � xk) +Axk + b'(�)) + f(t):

Dalee, iz uslovi� (4) sleduet, qto
.

V k � 2(x� xk)
�Hb(�'k + '(�)) � "jx� xk j

2 + 2(x� xk)
�Hf(t):

Tak kak spravedlivy ravenstva �'1 +'(�) = 0 pri � � 0 i �'2 +'(�) = 0
pri � � 0, to vypolneny neravenstva

.

V 1 � �"jx� xkj
2 + 2(x� xk)

�Hf(t) pri � � 0
.

V 2 � �"jx� xkj
2 + 2(x� xk)

�Hf(t) pri � � 0
(5)

Poka�em, qto suwestvuet Æ > 0 takoe, qto,
.

V 1 � �Æ pri �(t) > 0

i
.

V 2 � �Æ pri �(t) < 0. De�stvitel~no, na osnovanii uslovi� (5) vy-
poln�ets� neravenstvo

.

V = �"jx� xkj
2 + 2(x� xk)

�Hf(t) � �"jx� xkj
2 + f(t)(jH j2 + jx� xkj

2):

Po�tomu pri dostataqno bol~xom t

Vk = �"jx� xkj
2=2 + jH j2jf(t)j: (6)

Iz risunka 2 vidno, qto 9Æ1 > 0:

jx� x1j � Æ1; 8x 2 fxj c
�x � 0g; jx� x2j � Æ1; 8x 2 fxj c

�x � 0g;

i soglasno (6), poluqaem ocenku
.

V � �"Æ21=2 + jH j2jf(t)j. Oc�da, tak kak
f(t)! 0 pri dostatoqno bol~xom t,

.

V k � �"Æ21=4 < 0; (Æ = "Æ21=4): (7)

Rassmotrim dva sluqa�.

1Æ. x(t) takoe, qto �(t) = c�x(t) > 0, 8t � 0. Togda
.

V 1(x(t)) < 0 i
x(t)! x1 pri t!1.

Analogiqno rassmatrivaets� sluqa�, kogda �(t) < 0 i
.

V 2(x(t)) < 0.
�sno pri �tom, qto x(t)! x2 pri t!1.

2Æ. Predpolo�im, qto �(t) = c�x(t) men�et znak, t.e. suwestvu�t tj
takie, qto �(tj) = 0 i, pri malyh h, �(tj � h)(tj + h) < 0.

Rassmotrim proizvol~nu� toqku x(tj). Dopustim teper~, qto �(tj �
h) < 0, �(tj + h) > 0. Togda, iz sdelannyh predpolo�eni� sleduet, qto
spravedlivy neravenstva

.

�(tj � 0) > 0;
.

�(tj + 0) > 0: (8)
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Sledovatel~no, vsilu (4) i (8), sleduet, qto

�V2;1(tj)
def
== V2(x(tj � 0))� V1(x(tj + 0)) =

= (x(tj)� x2)
�H(x(tj)� x2)� (x(tj)� x1)

�H(x(tj)� x1) =

= (�A�1b'(�0))�H(�A�1b'(�0)� (�A�1b'(+0))��

�H(�A�1b'(+0)� 2x(tj)
�H(�A�1b'(�0)) + 2x(tj)

��

�H(�A�1b'(+0)) = �2x(tj)
�H(A�1b)['(+0)� '(�0)];

otkuda, pri uslovii (3),

�V2;1(tj) = �2�2c
�Zx(tj)['(+0)� '(�0)]:

Pust~
.

�(tj � 0) > 0. Togda
.

�(tj � 0) = c�Ax(tj) + c�b'(�0) > 0 i,
sledovatel~no, c�Ax(tj) > �c�b'(�0). Po�tomu c�Ax(tj) > jc�bj.

Itak, esli �2 > 0, to oqevidno,

�V2;1(tj) = �2�2c
�Ax(tj)['(=)) � '(�0)] < 0:

Takim obrazom, my ubedilis~ v tom, qto vne plastinki skol~z�wih re-
�imov razryvna� funkci�

Vk(x) =

(
V1(x) pri c� � 0; k1 = 1;

V2(x) pri c� � 0; k2 = 2;

strogo monotonno ubyvaet vdol~ ne vhod�wih v skol~�enie traektori�
x(t) sistemy (1). Oc� i iz neravenstv (7) sleduet, qto esli rexenie
nahodits� pri t � 0 vne plastinki skol~z�wih re�imov, to Vk(x(t)) !
�1 pri t ! +1. Poslednee protivreqit neravenstvu H > 0. Teorema
dokazana.
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