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GRUPPY PROSTO� I KRATNO� ANTISIMMETRII LENT

Slavik �blan

Rez�me. Vosproizvedeny novym metodom izvestnye po stat~�m [1, 2, 4] gruppy
prosto� i kratno� antisimmetrii lent tipa Mm neposredstvenno iz grupp simetrii
lent i proizvedena qastiqna� katalogizaci� poluqennyh grupp tipa Mm.

Gruppy prosto� i kratno� antisimmetrii lent podrobno rasmotrn-
ny v rabotah [1, 2, 4, 5]. Vyvod grupp antisimmetrii lent tipa M1

osuwestvlen neposredstvenno iz grupp simmetrii lent, primen�� xub-
nikovski� metod [1], togda kak vyvod grupp kratno� antisimmetrii lent
tipa Mm [4, 5] osuwestvlen neposredstvennym primeneniem grupp pros-
to� i kratno� antisimmetrii bord�rov.

V nasto�we� rabote predlagaetc� vyvod grupp prosto� i kratno�
antisimmetrii lent obobwenym metodom Xubnikova-Zamorzaeva, opi-
ra�s~ na ispol~zovanie antisimmetriqeskih harakteristik grupp sim-
metrii [6]. Privedennye v pervo� qasti stat~i antisimmetriqeskie
harakteristiki grupp simmetrii lent slu�ili osnovno� vyvoda grupp
prosto� i kratno� antisimmetrii lent. Prinima� vo vnimanie ob�em-
nost~ poluqenyh rezul~tatov, vo vtoro� qasti raboty vmesto polno�
katalogizacii predstavlena qastiqna� katalogizaci� grupp prosto� i
kratno� antisimmetrii lent tipa Mm, v sootvetstvii s metodom [7].

1. Gruppy simmetrii lent, ih kopredstavleni� i
antisimmetriqeskie harakteristiki

Trydcat~ odnu gruppu simmetrii lent privedem v vide katalo�nogo
obzora, v kotorom dl� ka�do� gruppy simmetrii lent ukazanny: me�du-
narodny� simvol, pereqen~ obrazu�wih, kopredstavlenie i antisim-
metriqeska� harakteristika. Nektorye iz grupp simmetrii lent pred-
stavleny s pomow~� dvuh ili treh razliqnyh kopredstavleni�. Sem~
pervyh predstavl��t sobo� gruppy simmetrii bord�rov.
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p1 obrazuema� perenosom X:

fXg AK : fXg

p1a1 obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P :

fPg AK : fPg

p112 a) obrazuema� perenosom X i vraweniem por�dka 2T :

fX;Tg T 2 = (T1X)2 = E AK : fT; TXg

b) obrazuema� vraweni�mi por�dka 2T; T1:

fT; T1g T 2 = T 2
1
= E AK : fT; T1g

p1m1 obrazuema� perenosom X i otra�eniem R:

fX;Rg XR = RX R2 = E AK : fXgfRg

pm11 a) obrazuema� perenosom X i otra�eniem R1:

fX;R1g R21 = (R1X)2 = E AK : fR1; R1;Xg

b) obrazuema� otra�eni�mi R1, i R2:

fR1; R2g R2
1
= R2

2
= E AK : fR1; R2g

pma2 a) obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P i otra�eniem R1:

fP;R1g R21 = (PR1)2 = E AK : fPg; fR1g

b) obrazuema� otra�eniem R1, i vraweniem por�dka 2T :

fR1; Tg R2
1
= T 2 = E AK : fR1; Tg

pmm2 a) obrazuema� perenosom X i otra�eni�mi R R1:

fX;R;R1g R2 = R21 = (R1X)2 = E XR = RX RR1 = R1R AK : fRgfR1; R1;Xg

b) obrazuema� otra�eni�mi R, R1 R2:

fR;R1; R2g R2 = R2
1
= R2

2
= E RR1 = R1R RR2 = R2R AK : fRgfR1; R2g

p121 a) obrazuema� perenosom X i vraweniem por�dka 2T :

fX;Tg T 2 = (TX)2 = E AK : fT; TXg

b) obrazuema� vraweni�mi por�dka 2T; T1:

fT; T1g T 2 = T 2
1
= E AK : fT; T1g

p12122 a) obrazuema� vintovym dvi�eniem S i vraweniem por�dka 2T :

fS; Tg T 2 = (ST )2 = E AK : fSgfTg

b) obrazuema� vraweni�mi por�dka 2T; T1:

fT; T1g T 2 = T 2
1
= E AK : fTgfT1g

p21ma obrazuema� vintovym dvi�eniem S i otra�eniem R:

fS;Rg R2 = (SR)2 = E AK : fSgfRg

p
21

m
11 obrazuema� vintovym dvi�eniem S i otra�eniem R1:

fS;R1g R21 = (SR1)2 = E AK : fSgfRg

p112
a

obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P i vraweniem por�dka 2T :

fP;Tg T 2 = (PT )2 = E AK : fPgfTg

pm2m a) obrazuema� perenosom X i otra�eni�mi R R1:

fX;R;R1g (XR1)2 R2 = R2
1
= (RR1)2 = E XR = RX AK : fRgfR1; R1;Xg

b) obrazuema� otra�eni�mi R, R1 R2:

fR;R1; R2g R2 = R21 = R22 = (RR1)2 = (RR2)2 = E AK : fRgfR1; R2g

pm2a a) obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P i vraweniem por�dka 2T :

fP;Tg T 2 = (PT )2 = E AK : fPg; fTg

b) obrazuema� vraweniem por�dka 2T i otra�eniem R1:

fT;R1g T 2 = R21 = E AK : fTgfR1g
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p211 obrazuema� perenosom X:

fX;Tg T 2 = E TX = XT AK : fXgfTg

p1 a) obrazuema� perenosom X i central~no� simmetrie� Z:

fX;Zg Z2 = (ZX)2 = E AK : fZ;Z1g

b) obrazuema� central~nymi simmertri�mi Z;Z1:

fZ;Z1g Z2 = Z2
1
= E AK : fZ;Z1g

p2mm a) obrazuema� perenosom X i otra�eni�mi R i R1:

fX;R;R1g R2 = (R1X)2 = (RR1)2 = E XR = RX XR1 = R1X AK :
fXgfRgfR1g

b) obrazuema� perenosom X otra�eniem R i vraweniem por�dka 2T :

fX;R; Tg T 2 = R2 = (TR)2 = E XR = RX XT = TX AK : fXgfRgfTg

p2aa a) skol~z�wim otra�eniem P i vraweniem por�dka 2T :

fP;Tg T 2 = E PT = TP AK : fPgfTg

b) obrazuema� skol~z�wim otra�eni�mi P; Q:

fP;Qg P 2 = Q2E PQ = QP AK : fPgfQg

p11 2

m
a) obrazuema� perenosom X otra�eniem R i vraweniem por�dka 2T :

fX;R; Tg R2 = T 2 = (RT )2 = E XR = RX (TX)2 = E AK : fRgfT; TXg

b) obrazuema� otra�eniem R i vraweniem por�dka 2T :

fR; T; T1g T 2 = T 2
1
= (RT )2 = (RT1)2 = R2 = E AK : fRgfT; T1g

v) obrazuema� otra�eniem R i central~nymi simmetri�mi Z;Z1:

fR;Z;Z1g Z2 = Z21 = (RZ)2 = (RZ1)2 = R2 = E AK : fRgfZ;Z1g

pmmm a) obrazuema� perenosom X i otra�eni�mi R, R1 i R2:

fX;R;R1; R2g R2 = R2
1
= R2

2
= (RR1)2 = (R1R2)2 = (R2R)2 = E XR = RX

XR = RX XR1 = R1X (XR2)2 = E AK : fRgfR1gfR2;XR2g

b) obrazuema� otra�eni�mi R;R1; R2; R3:

fR;R1; R2; R3g R2 = R2
1
= R2

2
= R2

3
= (RR1)2 =

(R1R2)2 = (R1R3)2 = E AK : fRgfR1gfR2; R3g

pmaa a) obrazuema� skol~z�wimi otra�eni�mi P , Q i otra�eniem R:

fP;Q;R1g R2
1
= (RR1)2 = (QR1)2 = E P 2 = Q2 PQ = QP AK : fPgfQgfR1g

b) obrazuema� otra�eniem R1 i vraweni�mi por�dka 2T; T1:

fR1; T; T1g R2
1
= T 2 = T 2

1
= E TR1T = T1R1T1 TR1T1 = T1R1T AK :

fR1gfTgfT1g

pmma a) obrazuema� otra�eni�mi R;R1 i skol~z�wim otra�eniem P :

fR;R1; Pg R2 = R2
1
= (RR1)2 = (PR1)2 = E PR = RP AK : fPgfRgfR1g

b) obrazuema� skol~z�wim otra�eniem por�dka 2T; T1:

fP;T; T1g T 2 = T 21 = (T1P )2 = (T1PT )2 = E AK : fPgfTgfT1g

p2111 obrazuema� vintovym dvi�eniem S:

fSg AK : fSg

p222 a) obrazuema� vraweni�mi por�dka f2T; T1T2g:

fT; T; T1g T 2 = T 2
1
= T 2

2
= (TT1)2 = (T2TT2T1)2 = E AK : fT2gfT; T1g

b) obrazuema� perenosom X i vraweniem por�dka 2T; T1:

fX;T; T1g T 2 = T 21 = (TT1)2 = E (TX)2 = (T1X)2 = E AK : fPXgfT; T1g
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p11m obrazuema� perenosom X i otra�eniem R:

fX;Rg R2 = E XR = RX AK : fXgfRg

p11a obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P :

fPg AK : fPg

p21am obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P i otra�eniem R:

fP;Rg R2 = E PR = RP AK : fPgfRg

p 2

m
11 a) obrazuema� perenosom X otra�eniem R1 i vraweniem por�dka 2T :

fX;R1; Tg R21 = (R1X)2 = T 2 = (TR1)2 = E

XT = TX (TX)2 = E AK : fTgfR1; R1Xg

b) obrazuema� otra�eniem R1 i vraweniem por�dka 2T; T1:

fR1; T; T1g T 2 = T 21 = R21 = (TR1)2 = (T1R1)2 = E AK : fR1gfT; T1g

p1 2

m
1 a) obrazuema� perenosom X otra�eniem R i vraweniem por�dka 2T :

fX;R; Tg T 2 = (TX)2 = R2 = (TR)2 = E XR = RX AK : fRgfT; TXg

b) obrazuema� otra�eniem R i vraweniem por�dka 2T; T1:

fR; T; T1g R2 = T 2 = T 2
1
= (TR)2 = (T1R)2 = E AK : fRgfT; T1g

p12
a
1 a) obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P i vraweniem por�dka 2T :

fP;Tg T 2 = (PT )2 = E AK : fPgfTg

b) obrazuema� vraweniem por�dka 2T i central~no� simetrie� Z:

fT;Zg T 2 = Z2 = E AK : fTgfZg

pmam a) obrazuema� skol~z�wim otra�eniem P i otra�eni�mi R;R1:

fP;R;R1g R2 = R2
1
= (RR1)2 = (PR1)2 = E PR = RP AK : fPgfRgfR1g

b) obrazuema� vraweniem por�dka 2T i otra�eni�mi R;R1:

fT;R;R1g T 2 = R2 = R2
1
= (RR1)2 = (TR)2 = E AK : fTgfRgfR1g

Poskol~ku iz grupp simmetrii s izomorfnymi antisimmetriqeski-
mi harakteristikami vyvodits� odno i to �e qislo grupp prosto� i krat-
no� antisimmetrii tipa Mm pri ka�dom fiksirovannom m i poluqen-
nye gruppy odinakovi po strukture me�du sobo�, interesen tol~ko vyvod
grupp prosto� i kratno� antisimmetrii tipa Mm iz grupp simmetrii
s neizomorfnymi antisimmetriqeskimi harakteristikami. Sootvet-
stvenno sootnexeni� izomorfizma antisimmetriqeskih harakteristik
gruppy simmetrii lent mo�no razdelit~ na xest~ klassov �kvivalent-
nosti:

1. p1, p1a1, p2111, p11a

2. p2122, p1m1, p21ma, p
21
m
11, p11 2

a
, pm2a, p211, p2aa, p11m, p21am,

p1 2
a
1

3.pm2m, p11 2
m
, p222, p 2

m
11, p1 2

m
1, p1 2

a
1

4. p121, p112, p1, pm11

5. p2mm, pmaa, pmma, pmam

6. pmmm
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1. Qastiqny� katalog grupp prosto� i kratno� antisimmetrii
lent tipa Mm

Vyvod grupp prosto� i kratno� antisimmetrii lent tipa Mm svo-
dits� takim obrazom k procesu vyvoda iz grupp simmetrii { predstavi-
tele� klassov 1{6), t.e. iz grupp 1.) p1, 2.) p2122, 3.) pm2m, 4.)
p121 5.) p2mm, 6.) pmmm. Vyvod grupp prosto� i kratno� anti-
simmetrii tipa mm v ramkah klassov 1.), 2.), 5.), t.e. iz grupp sim-
metrii p1, p2122, p2mm osuwestvl�ets� trivial~no, ikl�qitel~no pri
sobl�denii uslovi� nezavisimosti antito�destv e1; e2; . . . ; em [6, Teore-
ma 1. b], sledovatel~no process vyvoda neobhodimo osuwestvit~ tol~ko
v ramkah klassov 3.), 4.) 6.), t.e. iz grupp simmetrii pm2m, p121, pmmm.

Sootvetstvenno metodu qastiqno� katalogizacii grupp prosto� i
kratno� antisimmetrii tipa Mm [7] privedem qastiqni� katalog grupp
prosto� i kratno� antisimmetrii, vyvodimyh iz grupp pm2m, p121,
pmmm. Vtabliqnom obzore privedem po por�dku: poro�da�wu� grup-
pu simmetrii, mno�estvo obrazu�wih, antisimmetriqesku� harakteris-
tiku AK i antisimmetriqeskie harakteristiki AKm(mAK)� grupp tipa
Mm(mM), obrazu�wie qastiqni� katalog, priqem vozle ka�do� iz takih
grupp ukazan tip gruppy Mm(mM) i tip antisimmetriqesko� harakter-
istiki AKm.

pm2m fR;R1; R2g AK : fRgfR1; R2g

m = 1 fe1gfE;Eg M1 (2) (3)1

fEgfe1; e1g M1 (2) (3)1

fe1gfe1; e1g M1 (2) (3)1

fEgfE; e1g M1 (2) (4)1

fe1gfE; e1g M1 (2) (4)1

m = 2
fe1gfE;Eg

fe1gfe2; e2g M2 (2) (3)2

fe1e2gfe2; e2g M2 (2) (3)2

fe1gfE; e2g M2 (2) (4)2

fe1e2gfE; e2g M2 (2) (4)2

fe1e2gfE;Eg
2M

(2) (4)2 ! 6M2

m = 2
fe1gfe2; e2g

+�

fe1gfe2; e2e3g M3

fe1e3gfe2e3; e2e3g
3M

(2) (4)2 ! 4M3

N1(pm2m) = 5 N2(pm2m) = 26+ 34 = 24 N3(pm2m) = 184+ 62 = 84

�S cel� sokrawennogo oboznaqeni�. v ramkah antisimmetriqeskih harakteris-
tik AKm(mAK) privodim tol~ko antito�destv, sootvetstvu�wie antiobrazu-�wim

0Sluqa� kogda net neobhodimosti v privedenii grupp tipa mM , t.k. net pre-
obrazovani� E $ e+ gde e+ {proizvedenie antito�destv e1; e2; . . . ; em [7] ili kogda
rasmatri vaema� gruppa �vl�ets� edinstvenno� v klasse �kvivalentnosti, oprede-
lennom sootnoxeniem odinakovosti tipa AKm, oboznaqeny znakom +.
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p121 fT; T1g AK : fT; T1; g

m = 1 fE; e1g M1 (4)1

fe1; e1g M1 (3)1

m = 3
fe1; e1g

+

fe1; e1e2g M2

(4)1 ! 2M2

pmmm fR;R1; R2; R3g AK : fRgfR1gfR2; R3g

m = 1 fe1gfEgfE;Eg M1 (2) (2) (3)1

fEgfe1gfE;Eg M1 (2) (2) (3)1

fe1gfe1gfE;Eg M1 (2) (2) (3)1

fEgfEgfe1; e1g M1 (2) (2) (3)1

fe1gfEgfe1; e1g M1 (2) (2) (3)1

fEgfe1gfe1; e1g M1 (2) (2) (3)1

fe1gfe1gfe1; e1g M1 (2) (2) (3)1

fEgfEgfE; e1g M1 (2) (2) (4)1

fe1gfEgfE; e1g M1 (2) (2) (4)1

fEgfe1gfE; e1g M1 (2) (2) (4)1

fe1gfe1gfE; e1g M1 (2) (2) (4)1

m = 2
fe1gfEgfE;Eg

fe1gfe2gfE;Eg M2 (2) (2) (3)2

fe1e2gfe2gfE;Eg M2 (2) (2) (3)2

fe1gfEgfe2; e2g M2 (2) (2) (3)2

fe1e2gfEgfe2; e2g M2 (2) (2) (3)2

fe1gfe2gfe2; e2g M2 (2) (2) (3)2

fe1e2gfe2gfe2; e2g M2 (2) (2) (3)2

fe1gfEgfE; e2g M2 (2) (2) (4)2

fe1e2gfEgfE; e2g M2 (2) (2) (4)2

fe1gfe2gfE; e2g M2 (2) (2) (4)2

fe1e2gfe2gfE; e2g M2 (2) (2) (4)2

fe1e2gfEgfE;Eg
2M

(2) (2) (4)1 ! 14M2

m = 3
fe1gfe2gfE;Eg

fe1gfe2gfe3; e3g M3 (2) (2) (3)3

fe1e3gfe2gfe3; e3g M3 (2) (2) (3)3

fe1gfe2e3gfe3; e3g M3 (2) (2) (3)3

fe1e3gfe2e3gfe3; e3g M3 (2) (2) (3)3

fe1gfe2gfE; e3g M3 (2) (2) (4)3

fe1e3gfe2gfE; e3g M3 (2) (2) (4)3

fe1gfe2e3gfE; e3g M3 (2) (2) (4)3

fe1e3gfe2e3gfE; e3g M3 (2) (2) (4)3

fe1e3gfe2gfE;Eg
3M

fe1gfe2e3gfE;Eg
3M

fe1e3gfe2e3gfE;Eg
3M

(2) (2) (4)2 ! 12M3
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m = 4
fe1gfe2gfe3; e3g

fe1gfe2gfe3; e3e4g M4

fe1e4gfe2gfe3; e3e4g M4

fe1gfe2e4gfe3; e3e4g M4

fe1e4gfe2e4gfe3; e3e4g M4

fe1e4gfe2gfe3; e3g
4M

fe1gfe2e4gfe3; e3g
4M

fe1e4gfe2e4gfe3; e3g
4M

fe1gfe2gfe3e4; e3e4g
4M

fe1e4gfe2gfe3e4; e3e4g
4M

fe1gfe2e4gfe3e4; e3e4g
4M

fe1e4gfe2e4gfe3e4; e3e4g
4M

(2) (2) (4)3 ! 8M4

N1(pmmm) = 11 N2(pmmm) = 414+ 710 = 126
N3(pmmm) = 8412+ 428 = 1344 N4(pmmm) = 11768 + 1684 = 10080
p1 fXg AK : fXg

N1(p1) = 1

p2122 fS; Tg AK : fSgfTg
N1(p2122) = 3 N2(2122) = 6

p2mm fX;R;R1g AK : fXgfRgfR1g
N1(p2mm) = 7 N2(p2mm) = 76 = 42 N3(p2mm) = 424 = 168

Iz poluqenyh rezul~tatov odnovremenno legko poluqa�ts� qisla
Nm : N1 = 117 N2 = 552 N3 = 2520 n4 = 10080, sootvetstvu�wie
rezul~tatam v rabote [4].

Iz vseh ukazannyh v qastqnom kataloge grupp prosto� ili krat-
no� antisimmetrii tipa Mm, v ramkah tipa antisimmetriqesko� harak-
teristiki kotoryh suwestvuet qislo 4, vyvodits� gruppy kratno� anti-
simmetrii tipa Mm+1 iskl�qitel~no pri sobl�denii uslovi� nezavisi-
mosti antito�destv e1; e2; . . . ; em+1 (1 � m � q � 1), t.e. net vozmo�nosti
po�vleni� odinakovyh grup tipa Mm+1, vyvodimyh iz kako�-nibud~ iz
takih grupp tipa Mm, priqem tip antisimmetriqeskih harakteristik
AKm+1 poluqennyh grupp tipa Mm+1 odinakov tipu antisimmetriqesko�
harakteristiki AKm pora�da�we� gruppy tipa Mm.

Takim obrazom minimal~ny� qastiqny� katalog grupp prosto� i
kratno� antisimmetrii lent tipaMm svodits� k 18 gruppam tipaM1, 15
gruppam tipa M2 i 2 gruppam tipa 2M , 10 gruppam tipa M3 i 6 gruppam
tipa 3M , 4 gruppam tipa M4 i 7 gruppam tipa 4M . Vse gruppy prosto�
i kratno� antisimmetrii lent tipa Mm poluqa�ts� neposredstvenno iz
ukazannyh, v sootvetstvii s [7].

Sposob poluqeni� polnogo kataloga iz qastiqnogo kataloga il�str-
iruet primer gruppy pm2m, s mno�estvom obrazu�wih fR;R1; R2g i
s antisimmetriqesko� harakteristikoji AK fRgfR1; R2g. Transforma-
ci�m p;m; 2;m, iz kotoryh, v zadannom por�dke, sostoit me�dunarodny�
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simvol gruppy, pm2m sootvetstvu�t v odinakovom por�dke, transfor-
macii R1R2; R1; RR1; R i potomu, primeneniem xtih sootnoxeni� mo�no
neposredstvenno iz sootvectvu�wih antisimmetriqeskih harakteristik
poluqit~ me�dunarodnye simvoly grupp prosto� i kratno� antisim-
metrii tipa Mm, vyvodimyh iz gruppy pm2m.

Kogda m = 1 poluqaem:

fe1gfE;Eg pm21m1 (1)
fEgfe1; e1g pm121m (2)
fe1gfe1; e1g pm12m1 (3)
fEgfE; e1g p1m2m (4)
fe1gfE; e1g p1m21m1 (5)

Kogda m = 2, dvenadcat~ grupp tipa Mm (oboznaqennyh qislami
(1) { (12)), v sootvetstvii s algoritmom [7], poluqaem v forme sopstvi-
tel~nogo kataloga:

fe1gfE;Eg pm21m1

1) fe1gfe2; e2g M2 pm10211m1 (1)
2) fe1e2gfe2; e2g M2 pm1021m11 (2)
3) fe1gfE; e2g M2 p10m21m1 (3)
4) fe1e2gfE; e2g M2 p10m211m11 (4)
5) fe1e2gfE;Eg

2M

fEgfe1; e1g pm121m

10) fEgfe1e2; e1; e2g
2M

20) fe2gfe1e2; e1; e2g M2 pm1121m10 (5)
30) fEgfe1; e1e2g M2 p10m121m (6)
40) fe2gfe1; e1e2g M2 pm10211m10 (7)
50) fe2gfe1; e1g M2 pm1211m10 (8)

fe1gfe1; e1g pm12m1

100) fe1gfe1e2; e1e2g M2 pm11210m1 (9)
200) fe1e2gfe1e2; e1e2g

2M

300) fe1gfe1; e1e2g M2 p10m121m11 (10)
400) fe1e2gfe1; e1e2g M2 p10m1210m11 (11)
600) fe1e2gfe1; e1g M2 pm1210m11 (12)

Ostal~nyh dvenadcat~ grupp tipa M2 (oboznaqenyh qislami (13){
(24)) poluqa�ts� iz grupp p1m2m i p1m21m iskl�qitel~no pri sobl�-
denii uslovi� nezavisimosti antito�destv e1; e2 [6, Teorema I,b)].

(13) p1m210m10 (19) p1m211m11

(14) p11m10210m (20) p11m10211m10

(15) p11m102m10 (21) p11m21m1

(16) p11m210m10 (22) p11m1021m11

(17) p1m10210m (23) p1m10211m1

(18) p1m102m10 (24) p1m1021m11
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Analogiqnym sposobom poluqaets� i polny� katalog grupp tipaM3,
vyvodimyh iz gruppy pm2m, kotory� sostoit iz vos~mides�ti qetyr<h
grupp tipa M3.
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