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O NELINE�NO� SLO�NOSTI MONOTONNO� REALIZACII
ODNOGO SEME�STVA BULEVYH SUMM

R. L. Xqepanoviq

Rez�me. Postroeno konkretnoe seme�stvo n bulevyh summ ot n peremennyh,
realizaci� kotoryh posredstvom xem v monotonnom bazise trebuet po por�dku ne
menee n

3=2�" �lementov, dl� l�bogo " > 0. Postroenny� primer otnosic� k poka
ewe malen~komu qislu (< 10) neline�nyh ni�nih ocenok monotonno� slo�enosti.
Ukazannoe seme�stvo bulevyh summ opisyvaec� oqen~ prosto (v otliqie ot ranee
izvestnyh primerov neline�no� slo�nosti monotonno� realizacii) i estestvenno
voznikaet pri realizacii raspoznavanii nekotoryh izobra�eni�.

Seme�stvom bulevyh summ nazyvaec� sovokupnost~ f = (f1; . . . ; fm) iz
m bulevyh funkci� ot n peremennyh x1; . . . ; xn vida fi = _j2Fixj, gde Fi �
f1; . . . ; ng. Budem rassmatrivat~ realizaci� odnogo seme�stva bulevyh
summ v klasse xem iz funkcional~nyh �lementov v monotonnom bazise
f&;_g (opredelenie sm., nacpremer, v [1]). Monogonny� slo�nost~ L0(f),
seme�stva bulevyh summ f , opredelim kak minimal~noe qislo �lementov,
dostatoqnoe dl� realizacii seme�stva f xemo� v �tom bazise.

Seme�stvo bulevyh summ f budem nazyvat~ (h; k)-razdelimym, es-
li dl� l�bogo mno�estva h + 1 poparno razliqnyh indeksov i0; i1; . . . ; ih
vypoln�ec� sootnoxenie jfi0 \ Fi1 \ . . . \ fih j � k (simvol jSj oboznaqaet
mownost~ mno�estva S). Izvestna sledu�wa� ocenka:

Lemma 1. [3] Esli seme�stvo bulevyh summ f = (fi; . . . ; fm) �vl�ec�
(h; k)-razdelimym, to

L0(f) �
mX
i=1

(jFij=k � 1)=(h �max(1; h� 1)):

�tot rezul~tat ispol~zuem pri dokazatel~stve neline�no� slo�no-
sti monotonno� realizacii odnogo seme�stva n bulevyh summ ot pere-
mennyh x1; . . . ; xn k opisani� kotorogo teper~ perehodim.
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Pust~ �(�1; . . . ; �n) kako�-to nabor dliny n iz nule� i edinic. Oboz-
naqim qerez f� = (f1; . . . ; fn) seme�stvo bulevyh summ opredelenno sle-
du�wimi sootnoxeni�mi:

f1 = x1�1

f2 = x1�2 _ x2�1

f3 = x1�3 _ x2�2 _ x3�1

...

fn = x1an _ x2an�1 _ x3an�2 _ � � � _ xn�1:

Budem rassmatrivat~ seme�stvo f�0, gde �0 sledu�wi� nabor dliny
n:

�0 = (1 0|{z}
1

1 00|{z}
2

1 000|{z}
3

10 . . . 1 0 . . . 0| {z }
t

1 0 . . . 0| {z }
l�t+1

):

Lemma 2. Qislo nule� t v prednosledne� gruppe nabora �0 udovle-

tvor�et neravenstvu t � C2 �
p
n.

(Vs�du v dal~ne�xem bukvo� C, s indeksami, xtrihami i t.d., oboz-
naqa�c� nekotorye konstanty).

Dokazatel~stvo. Oqevidno,

n = 1 + 2 + 3 + � � �+ t+ (t+ 1) + l; gde l � t+ 1:

Sleduet n = (t + 1)(t + 2)=2 + l, t.e. t = max(x+1)(x+2)�2n x, x-natural~noe

qislo, otkuda i poluqaem t = [(
p
8n+ 1 � 3)=2] � C2 �

p
n. (Simvol [a]

oboznaqaet nailbol~xee celoe qislo, men~xee qem a).

Lemma 3. Seme�stvo f�0 �vl�ec� (1; r)-razdelimym, gde r � C3 � n",
dl� l�bogo " > 0.

Dokazatel~stvo. Nu�no pokazat~, qto dl� l�byh i, j, takih qto 1 �
i < j � n, spravedlivo mij = jFi \ Fj j � C3 � n", dl� l�bogo " > 0.

Dostatoqno dokazat~, qto mij � C3 �n" dl� i i j takih, qto 1 2 Fi\Fj.
Na samom dele, pust~ i0 i j0 takie indeksy, qto 1 62 Fi0 \ Fj0 . Oboznaqim
qerez v = minp2Fi0\Fj0 p. Oqevidno (sm. ris. 1), qto mi0j0 = mi0j0 , gde

i0 = i0 � (v � 1), j0 = j0 � (v � 1) i vypolneno 1 2 Fi0 \ Fj0 .

i0 = i0 � (v � 1) : 1 � � � 1
i0 : |{z}

v�1

1 � � � 1

j0 = j0 � (v � 1): 1 � � � 1
j0 : |{z}

v�1

1 � � � 1

Ris. 1
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Pust~ teper~, 1 � i < j � n i 1 2 Fi \ Fj . Vvedem oboznaqeni� (sm.
ris 2): m = min1<p2Fi(p� 2), k = min1<p2Fj (p� 2)�m. �sno, qto k > 0.

1

mz}|{
1

m�1z }| {
1 . . .

m�(s�1)z }| {
1

1

m+kz}|{
1

m+k�1z }| {
1 . . .

m+k�(s�1�a)z }| {
1

Ris 2.

Dl� ka�dogo p 2 Fi \ Fj, p > 1, suwestvu�t natural~nye qisla s i
a, s � m, s > a > 0, kotorye udovletvor��t sledu�wemu uravneni� (sm.
ris. 2):

m+ (m� 1) + � � �+ (m� s+ 1) + s = (m+ k) + (m+ k � 1) + � � �+
+ (m+ k � s+ a+ 1) + (s� a):

Ottuda poluqaem:

2s = a+ (2m+ k + 3) � a=(a+ k): (1)

Takim obrazom, mij ravn�ec� qislu rexeni� uravneni� (1) po s i a v
natural~nyh qislah (m i k-natural~nye qisla, zavis�wie tol~ko ot i i
j!).

Netrudno zametit~, qto natural~nyh qisel a udovletvor��wih
uravneni� (1) ne bol~xe proizvedeni� qisla delitele� ot (2m + k + 3)
na qislo delitele� ot k. Ime� v vidu [2], qto qislo delitele� d(n)
natural~nogo qisla n dl� l�bogo " > 0, udovletvor�et neravenstvu
d(n) < C1 � n", Lemma dokazana.

Teorema. Dl� l�bogo " > 0, L0(F
�0) � Cn3=2�".

Dokazatel~stvo. Iz lemm 1, 2 i 3 sleduet:

L(f�0) �
nX
i=1

(jFij=r � 1) = (1=r)

nX
i=1

jFij � n

= (1=r)(2 � 1 + 3 � 2 + � � �+ (t+ 1) � t+ (l + 1) � (t+ 1))� n

� f1=(C3n
")g(12 + 22 + � � �+ t2)� n � C 0n3=2�" � n � Cn3=2�":

Teorema dokazana.
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