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La suite { ¢x (x)] de fonctions réelles et continues, déter-
minées dans l'intervalle a < x<( b s’appelle ,base“, si de l'en-
semble de combinaisons linéaires de ces fonctions on peut ex-
traire un¢ suite partielle, qui tend uniformément dans tout U'in-
tervalle [ @, 6] vers une fonction donnée.

F. Riesz*) a prouvé que la condition néeessaire et suffi-
sante, pour que {@x(x)} soit une base, consiste dans le fait que
la seule solution & variation bornée dans [a,b] du systéme

b

f¢k(x)d(1(x)=0 k=123

a

soit a(x) = const. & un ensemble dénombrable pres.

Dans cette note je démontre un théoréme d’approxima-
tion, qui se trouve implicitement (lans le cas gr = x*) dans la
démonstration d’Ostrowski*#) du théordme de Lerch.

Théoréme. Supposons que chaque fonction pu(x) a une dérivée,
Si pour chaque intervalle g < x<Ch (a<g <h<(b) on peut
extraire de Uensemble des combinaisons linéaires des fonctions gy'(x)

*) F. Riesz. Sur certains systémes des équations fonctionnelies.
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nigung 43. 20—23. 1933.
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une suite {In(x) } (n=1,2,8 .9, qui tend uniformément vers
o h—
Vinfine pour g+ 6 < x<h—9, pour chague 0 <éd< _Q,g et est
uniformément bornée en valeur absolue pour a<(x< g et h<lx<(0,
alors la suite 1, @, @y, -+ sera wne base dans lintervalle [a, b).

Démonstration. Cherchons 1n solution & variation bor-
née du probleme de Riesz

b

J () da(®)=0  (po=1k=0,1,2,3,++)

i3

a condition limitative a {8) = 0.

Pour chaque fonetion & variation bornée dans Pintervalle
[a, b ] nous pouvons former une suite d’intervalles au nombre
fini ou infini, qui recouvrent complétement lintervalle [a, 5] et
n‘empiétent pas les uns sur les autres et dans chacun desquels la
fonction considérée ne change pas de signe, excepté au plus
un ensemble dénombrable.

Supposons qu’un tel systéme d’intervalles est formé pour
la fonction a(x) et prenons un tel intervalle g<<x<h.

D’aprés 'hypothése il existe une suite {l.(x) } de combi-
naisons linéaires de @i’ (x), qui tend uniformément vers Vinfini
avec n dans Vintervalle g+ 0 Cx<h— 0 et une telle que
hix) <l poura<x<geth<x<b.

En général, {/» (x)} ne tendra pas uniformément vers l'in-
fini dans tout Pintervalle g < x< &, et comme nous avons be-
soin d'une convergence uniforme, nous prenons lintervalle
g+6<x<h—9.

Dans chaque pareil intervalle, en verta de notre supposi-
tion, la suite {/n (x)} est uniformément convergente.

X
La fonction u, (@:Jln (x}dx est une combinaison liné-

€%

aire des fonctions 1, ¢, ps, @g,++ Par conséquent, si a(x) est
la solution du probléme de Riesz, on aurait
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b

Jmmdaw=0  @=1,23-.
En intégrant partiellement, on obtient
b b
[ n () = € 0) s (0) — 4 @ (@ — [ @ (D) a0y dx = 0.
Mais comme u, (@) = a(b) =0, il en résulte
b
Ja(x) ln(x)dx =0,

“

¢’est-a-dire
h g b
Ja (xX) 1, (x) dx = —f a(x) ln(x)a’x—J a (xX) I, (x) dx .
q a h
Mais comme [/, (x)|<1 pour a<x<g et 1<x<0b, on en
déduit

h

Jﬂ @ (x) I (%) dx

g

g

gfaa<x)|dx+ja<x)|dx.

32

(1)

Puisque, d’aprés ’hypothése, « (x) dans [g,/2] a presque par-
tout le méme signe et I, (x) est positif, on a

1

ja(x)ln(x)dx =A[|a(x)\ln(x)a’x .

9 1 q

Done, d’aprés (1) et (2)

)

J]a(x)}ln(x)dx;jM(x)ldx.

Comme

h—é h
Jlew nwdrs [ aw)ine
g+4 q
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pour tout & assez petit ct positif, on aura

(] b

[{a(x)iln(x)dx§ "1a(x)] dx .

g+4 i

Si 'on se donne arbitrairement le nombre positif =, on
aura I,(x)>t(n>n,), par suite on aura, d’aprés nos hypotheses,

h—d b

JI“(XH dx;-i%*fla(x)[dx.

g6 a
En laissant r augmenter infiniment, nous obtiendrons

h—4

J;a(x);dx=9

g4

pour chaque & assez petit, positif et, par suite, a(x) =0 partout,
excepté un ensemble dénombrable.
Comme (g, h) est un intervalle arbitraire dans lequel a(x)
a presque partout le méme signe, il s'en suit que a(x) =0
b

presque partout dans [a,b] et 'équation jda(x)=a(b)—a(a)m0
nous donne a(a)=0.

Par conséquent, la solution trouvée du probléme de Riesz
satisfait parfaitement aux conditions du théoréme de Riesz; il
s’en suit que {px(x);1} est une base dans [a,&]. Pour le cas
de la suite {¥*}(k=0,1,2, 3, ) nous pouvons prendre comme
{In'x)} la fonetion formée par Ostrowski, ln{x)=[1—(x—g){hA—x)]".
Il s’en suit que {x*} est la base dans P’intervalle [a,b]. Ainsi,
ceci nous fournit encore une démonstration du théoréme de Wei-
erstrass de Papproximation des fonetions continues par des po-
lindmes.



