tber die Anzahl der Zahlen =—1 (mod.d) die keinen
Primteiler derselben Form haben
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§ 1. In dieser Note untersuche ich die Anzahl derjenigen
Zahlen einer arithmetischen Progression dn—1, n=1,2,...,

die keinen Primteiler = — 1 (mod.d) haben. Wird mit Aq(x)
die Anzahlfunktion der Zahlen == — 1 (mod.d) die < x und
keinen Primteiler =— 1(mod . d) haben bezeichnet so gilt dies-

beziiglich erstens folgender

Satz I.

o bei x » 0 wenn dF 2,3,4 und 6
Ad (X) ==
0 sonst

Diesen Satz beweise ich ganz elementdrin §2 Die Frage
nach dem Asymptotisechen Verhalten der Funktion Aa(x) be-
antworte ich im Falle d =5 durch den

Satz Il. Es ist
X
A~ A—F
1) lg (x)/s

wo A die im Hilfssaiz B definierte Konstante ist1).

1} Fiir beliebige d kann man trivialerweise die schwichere Formel

4 —ol_* 1, i:@n(l_l)
d(d)) l (Eg .’1’3)“ o P‘j'd

angeben.
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Der Beweis des Satzes 1l wird naeh iiblicher Methode
der analytischen Zahlentheorie gefiihrt. In § 3 (Hilfssatz A)
wird die Funktion

V() = 24
[ 1 wenn n-==—1 (mod.5) keinen Primteiler
an) = — —1(mod . 5) hat
)( 0 sonst

durch bekannte Funktionen ausgedriickt und gezeigt (Hilfssatz B)
dass
A ‘ B

Vis)= ~ -+ .
(s—u¥s  (s—1'h

+ =DM Vie)+ 6 D Vs,

wo V,(s) und V.(s) fiir R (s) > 1 reguldr sind. Wird in Satz 1
des § 4

y B 3/

B(X) e La n) r(a/) X 4'*‘[@/! 1

lyn~=x
c=1, Cl'-‘lgl‘;

geselzt, und C so gewihlt, dass
(1,1 e {B(x)+ Cx~'/4} nicht abnehmend

fiir x > 1 ist, so sind einerseils wegen

e B du = 7 Vst — 4r —

1 A B
J "T‘l S it 314
]

und anderseits wegen (1, 1) die Voraussidtzungen des Satzes 1
erfiillt. Aus der Behauptung des Satzes 1 folgt dann

‘ Pt ’*1/4_..”_51_ x_3.54 =0 l)
AelerFam— ri iy e = et
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d. h.

A =Sam~na. *

5= x : [‘(3 ’4) {lg X)m,

§ 2. Beweis des Satzes I. Offenbar geniigt es zu zeigen
dass mindenstens eine Zahl = — 1 {mod . d), d +£2,3,4 und 6
existiert die keinen Primteiler derselben Form hat. Sei d >3.
Iech beweise zuerst:

a) Alle Zahlen der Folge dn-— 1, n=1,2,.., haben dann
und nur dann wmindenstens einen Primieiler = -— 1 (mod.d),
wenn alle dk — 1, k =1,2,..., d — 3 Primzahlen sind,

I) Angenommen diese Bedingung sei nicht hinreichend. Es
sei also

2 n dk —1 = Primzahl fir k=1, 2,..,d--3

und es existiere wenigstens ein dn—1, n>>d— 38 so dass alle
seine Primteiler ¥ — 1 (mod . d) sind und Ny sei die Kleinste
dieser Zahlen. Also

2,2)  Na=(dp,~+ p,) (dgy+q,) = — 1 (mod . d)
wo dgy+g, eine Primzahl sein soll. Wegen

1pe<d— 1, 1 g<d—1
und (2,2) d. h.

2,3) pP2qs = dg —1
ist
1 < P2q2 < (d‘1)2

also
1<g< d—2.

Nach der Voraussitzung (2, 1) ist also p, g, eine Primzahl. Ist
pa=1 so wire wegen (2, 3), g2 = — 1 (mod . d) gegen die Vo-
raussitzung dass dg,+¢, ¥ — 1 (mod . d). Sei g,=1 also wegen
2, 3), dpy +p,= — 1(mod.d). Dann ist entweder dp,+p, eine
zusammengesetzte Zahl gegen die Voraussiitzung dass Vg die klein-
ste Zahl = —1 (mod .q) ist die keinen Primteler == — [ (mod . d)
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hat oder ist dp,+p, eine Primzahl gegen dic Voraussitzung
dass N4 keinen Primteiler = —1 {mod. d) hat.

II) Nehmen wir jetzt an, dass die unter a) erwihate Be-
dingung nicht notwendig sei. Es existiere also ein &, 1 <4<
< d—3 so dass dk—1 cine zusammengesetzte Zahl ist und
dass siec mindenstens einen Primteiler = — 1(mod.d) hat.
Dann ist

2,4) dk—l=(d—i)d—l=c(dm—1), i>8, ¢>2, m>1

wo dm—1 eine Primzahl ist. d; und d, seien die Wurzeln der
Gleichung (2,4) d. h. der Gleichung

d&*—d{i+cm) + (c—1)=0.

Wegen i >3 ist

i+cm>3+c>c—1
also

dy+d.>d, ds
und da die Wurzeln >0 sein miissen so ist cine der Wurzeln

entweder gleich 0 oder gleich 1. Im ersten Falle wire c=1 ge-
gen die Voraussitzung ¢_>2. Im zweiten Falle wire

c—1 = d(
also I=1 oder 2
i+ecm=d + 1

was wegen { >3 und m > 1 unmoglich ist.

b) Der Satz wird also bewiesen wenn ich noch zeige: die
Diophantische Gleichung

2,5) dY —1=rX, d 84 und 6

hat mindenstens eine ganzzahlige Losung mit 1 <YV <d— 3
X>1und r > 1.

Il) Fir jedes d¥3, 4 und 6 existiert ein zu d teilerfrem-
des 7, 2<r<(d —3. Fir ungerade d leistet schon die Zahl 2
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das gewiinschte. Sei d=2n und pq die grisste Primzahl <{d — 3.
Bekanntlich?} ldst sich elementar beweisen dass fiir jede Prim-
zahl pm >5

Pt < (p“oz o ~pm)1"2

ist. Existiert nun kein zu d teilerfremdes r<{d—3 so miisste

1 [0 (o4
d=2233...p* azl

sein. Dann wire aber wegen

Pait< Py paee P pips e pa—1<2n—1

d. h. wegen
Pat < 2n—2

auch psi1<{2n— 3 gegen die Voraussitzung dass pg; die gro-
ste Primzahl <{2n — 3 ist.

1V) Da bekanntlich fiir (r,d)=1 dic Gleichung (2.5) immer
Losungen mit
0<Y<r und 0< X

besitzt, so ist fiir d 3,4 und 6. und, nach III) stets vorhan-
denen, r wegen

d--1<dY —1=rX<{d—2X
sicher X>1 w. z b.w.
§ 3. Mit w,, bezeichue ich durchwegs Primzahlen die

@j,n==j (mod . 5)
sind.

Hilfssatz A. Sci

Vis) = OD. %@ .

n=1

2) Bonze, Archiv d. Math. u. Phys. (3) Bd, 12, S. 282—295, (1907).



Uber die Anzahl der Zahlen = - 1 (mod . d) 53

Dann ist wenn i=|—1 gesezt wird

(
V(s)zéﬂ—lr n—t 11—+
n 1___()—- n 1_,,,. - n l——-———\f
(D‘l.n l w.Z,'n w;l,u
17 1 T 7 1 1
n 1+ — i 1+ .
(3’ l) (“2,71 (US,M
— I 1 = 1 1 P
H 1‘["7 " 1_ .
(‘)é,n Wy,
1
— 11 7171'_ - : i | .
n 1 _ — " 1 +‘ - '
(1)2.” (1)3,” j

Beweis. Ich untersuche zuerst etwas uiher dic Form der-
jenigen Zahlen m—=— 1 (mod.5) die nicht durch w_1» und wy
teilbar sind. wg,» und w3, sind die Primteiler solcher Zahlen da
der Rest 4 wegen 4=5—1 nicht vorkommen kann. Diese Zah-
len haben also die Form

oy g 1 wﬁz

=w .. ce
m 21 22 31 82

und sind = 22 % 32"" (mod . 5). Wird Na;i=a und ¥ fi = 8

gesetzt so muss wegen m— — 1 (mod .5)
2438 = — 1 (mod.H)

sein. Dic Kongrucnz ist dann und nur dann erfiillt wenn

3,2) a==2 (mmod. 4) und g==0(mod. 4),
oder

(3,3) a==0(mod. 4) und f=2(mod. 4),
oder

(3, 4) a==1(mod.4) und A== 3(mod. 4),
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oder

(3,5) a =3 (mod. 4) und =1 (mod. 4).

Dies ist leicht einzusehen.

Also ist
a(n) 1 1
(3,6) 2 PD .-—7217 1 Z 0™ 28 B18 Bg# ’
1—— 20 Voot Pgy Pgo vt
w],ﬂ

wo 3 a; und Y 8 den Kongruenzen (3,2), (3,3), (3,4) und
(8,5) geniigen miissen. Nun ist fiir R(s)> 1 wenn anstatt 2
oder- 3, / gesetzt wird

f%J(s)==17~__1_1_ Lt
”]‘f-

SV $
Dy u @)

+H_ir+ﬂﬁi7
Tl "1

w

$

in @ in

1
=4 2 Y18 Y8 s
11 2"
Yi+vet - - =0 (mod. 4)

Frafs) = T—Le 4+ 11—
LSRN
wl,n a)l n
— n__l_r*._ a-— li
9 1 + o n 1'— -
(47} w

1
=4 zw—hg Yo$
a’/,l 2
Y1+Y2+'-'52(m0d.4
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Fae(s) zn—l—' — 1 A +
; 1 " 1
L= — 1+
Wiy (l)l,n
1 1 1 1
+_l:-“_ l_’i,n i
14+ 1=
L (Ul,n
1
o
vitys 4+ - - - =1{mod. 4)
und
~ 1 1
Fa(s)=11——p — 11—+
" 1 o n 1 + =
(Dl,n (DI,n
1 L1 1
B R T
1 + e " 1— s
wl.n In
1
- 42 Y18 Yo$
W1 By
74 + Va -—!— LR 3 (InOd- 4)'
Also ist

6] FoslS) Fusl O Fos) Py Faals) Fsls) + Fosls) Fus) | =

-y 1

ays g8

Wyy Wyg * e

wo Za; und T p; den Kongruenzen (3,2), (3,8), (3,4) und
(3,5) geniigen, Werden nun in dieser Formel die F explieit

geschrieben und mit 17 1 multiplieiert, so bekommt man

1

n
1_ s

in

)

die rechte Seite der Formel (3,1). Diese ist aber wegen (3,6)

. an
gleich e

8
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Hilfssatz B. I's st

A B
(s — D T (s— 1)'/a

wo V,(s) und V,(s) fiir R(s) > 1 requliir sind und A und B durch

3
=i1im(s~1)3:’412 T—1
4 Rom= 1 =1 n 1 _ 1

w

In

Vi(s)= (=D aVi(s5)H(s—1)'s Vy(s)

A

B=%l'm(s—-1)1!4ﬂ——~1—l— DI/ L -
s=z] N 1__7;:,1:2,3 " 1_*__{_ n 1__

(1)1 K7 « kn ml,n

definiert sind,

Beweis. Die in V (s) vorkommenden Funktionen haben
die (Gestalt
1

(3,7) ]I—T, l=1,2,3;£:i1,i~[_
1+—

(Dl,n

Jede dieser Funkiionen kann auf die Form

1 1
ot me ((1— 2
(S " 1 — & 5 in w‘:n
2s §

Ln
gebracht werden, Die zwei letzten Faktoren sind offenbar fiir

R(s) > % regulidr. Der erste Faktor hingegen hat die Gestalt

(s—1)* W(s)
wo W (s) fiir R(s)>1 regulér ist; denn die logarithmische Ablei-
tung El—g—(f—lﬁ von —, L hat bekanntlich3) auf der Gerade
wS

8

in ln

R(s) = 1 nur einen Pol erster Ordnung mit dem Residuumji.

8) E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzah-
len, 1 (1909), S. 467.
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Werden die Ausdriicke (3,7) in der Form

(s—D% Wi(s), 1=1,2,8; e==41,41,

geschrieben und in die Formel (3,1) eingesetz{ so bekommt man

Vi) =G—1) W)t s—1) B Wa(s) (s —1) ' Wy(s)

wo die Wi(s), [=1,2,3 fiir R(s)>1 regulir sind. Daraus
folgt die Behauptung.

§ 4. Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes
von Landau-Heilbron 4).

Satz 1. Sei
h{s) = (e**‘*‘ B (u) du konvergent fiir 6>0, s = o} it
;

4D e {BX)+Cx—},c >0, C>0, 0<{a<1 nicht abnehmend
fiir x > x4,

20 27
42) j e”/’( —%J +zt)dt—>Ju'(l» L) (1) dt, 350,10
—2% —27
und
BBy
. ' iyt U:) = ( 1 ) -
(4,3) J_e (1 o) pdt=o(-) o

=LA

{ (42) und (4,3) sind insbesondere erfiillt, wenn @ (H)=t% ¢* (1),
B >0 und ¢* (#) fiir | 2| < 24 regular ist }. Dann ist
limsup | x*B(x)|<m()->0,4~ «.
Beweis, O.B.d. A. sei x,=1 und e*{B(x)+ Cx} >0
fir x >0. Fiir 0 >0 ist

~+-24

=«

é.‘.’e”ﬁ ( l‘)}')h (0 "}' i[) di=1e " B( )Sln 21 (y ) .

Ay —

{1

4) E. Landau. Nachr. Ges. Wiss, Gittingen I, Nr. 30 (1932), S.525-527,



=

58 V. G. Avakumovié

Strebt ¢ gegen o, so existiert wegen (4,2) der Grenzwert links
und kann unter dem Integralzeichen gebildet werden. Wegen
(4,1) d. h.

et {Bt)y+Ct=} e {B()+C} fiir t >1
gilt dasselbe vom Integral rechts. Also ist wenn man noch
(4,3) beachtet ‘

an Jab ) enof).

—%

a) Wegen (44) ist fir y>V,~ll—

o(lH—CJ( y V)“(“%Q%:

C in v
= [y Bl S (5 @
— (y_"if)
_ 2 1 e

Vodply— Y €| [ (sinvy

bl T

{ Ty My
d. h.
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Also ist
]
" /sinvi?
e ()
Vi o — =

4,5) lims « B Cle
(4,5) lim sup y* B () < 1L

e
< P (A)» 0,1 0.
b) Wegen (4.5) ist y* B (y) beschl'cinkt und <k P, (i). Wird

(4,4) beriicksichtigt so ist fir y > = /

. R LY
o(l) = y(‘jB(y—‘—;) (Slllv) v —yaj_%_ylj‘+y J
h I
<k Py (X)HJ};T Yy o\ ( sin V)2 dv _{_3_1:3@_ v>(sm v) iy L
- (y——:—) v o i
| -k P, (A)Jiy( y . ‘)“ (sh; v)z "
y——
also wegen (4,1) +17 A
P <EEn (}L)J{fyy_ﬁyl‘)" (Sili}‘l{)g dv -
% 1 C l "H/W e
+e j y B y_ﬁa,/_‘) R _ sinv)?
R & V%)I_Jw )
+V
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d . h
T2
. 1N, C Vo oy o\
O I A ey
feaalat b
v
y «] (sin V\?
_( _|__1_) ( L4 ) -
Ytz
_'—/2;;'1’ ; 2 _t
— 2k P A)e l”f - (s‘;“’) dv +o(l)
eV 7
Also ist
_2(:
liminfy*B(y) >C(e Vi—1)—
y=oo
de
sin v
2¢ d
_T/?_J( v ) ’
—Qkpl(l)é’ _—*_—V]:—_—=
§|_r1_v2dv
1

YT

>P,()+0, A on.



