Sur la limite supérieure des modules des zéros des
polynomes

Par
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Dans ce travail nous allons ehercher la limite supérieure
des modules de p < n zéros du polynome

(1) P(x)=anxn+‘"+ap+}1xp+h+"'%_apxp"*_
py X0 oo ta, =0, 1<Thn—p

dont certains coefficients dépendent des paramétres arbitraires.
Ce probléme, posé par M. Landau') pour un zéro, a été géné-
ralisé par M. Montel®) pour p zéros, et, aprés lui, continué par
MM. Van Vleck®), Biernacki?), Dieudonné®) et Ballieu®).
Le résultat général pour une équation du type (1) peut étre
exprimé ainsi:

1} Landau Ueber den Picardschen Satz (Vierteljarsschaft der Nat.
Gesel. in Ziirich, 51. 1906},

?) Montel Sur les modules des zéros des polynomes (An. de I'éeole
Norm Sup., 40, 1923).

3} Van Vleck, On limits to the absolute value of the roots of a
polynomial (Bul. de la Soc. math. de France 53, 1932).

4) Biernacki. Sur les équations algébriques contenant des para-

métres arbitraires (Bul. international de 'Académie polonaise de Sc. et de
Let., série A, 1927).

5) Dieudonné. Recherches sur quelques problémes relatifs aux po-
lynomes et aux fonctions bornées d'une variable complexe (An. de 'Ee. Norm.
Sup., 48, 1931

6) Ballieu. Limitations en module et localisations des zéros des poly-

nomes (Mém. de la Soc. royale des Sciences de Liége, 4-e¢ série, t. 1. fasc.
2-8).
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Etant donnée une suite de coefficients a,, ay, ...0py, @pin
(0 h < n—p) et Uexposant n, la limite supérieure des modules
de p zéros est représentée par la racine positive de Iéquation

: | h\n—p+1
N A e

h+1\in—p+2y 5 h+p—1\( n
o (M) e L2 )(hﬂ’)’

les autres coefficients pouvant étre tout & fuit arbitraires.

Particuliérment, M. Van Vleck a attiré D'attention sur le
fait suivant: sous les conditions énoncées la seule suite de p+1
coefficients fixés o il existe une borne supérieure aux modules
de p zéros estcelle duthéordme précédant [e. &. d. ay, ay, ... apy,
ap+n (0<Ch<n— p) donnés).

En exposant d’abord un nouveau procédé de détermination
des limites, nous allons retrouver Péquation (2), puis, en modi-
fiant légerement le probléme, nous allons obtenir les autres
limitations des zéros en modules. Done nous nous proposons de
chercher les limites supérieures connaisant une relation (égalité
ou inégalité) entre deux coefficients queleonques.

Théorémes auxiliaires.

Théoréme A. Soit v, i=1, 2,...,n une suite de nombres
entiers el positifs croissant avec Uindice, le quotient

1TxV1 %2, xVn-t 4P

Y1 Vo Vg on
Lxtx2. .. x"1x,
' Vo Y~ ¥

1 2 n—-{ 7
Txpx'7. .. x"1x,

i ¥V e ¥y
Ll xhz o xnt agn

(3) U (x Xneeous ’\’2:\ xl) =

ILx x2 ...ant xm
2 -1 n
1x, x¢ ...xt xi
2 n—1 H
Ix, x5 ...x37" x}

-2 ti—1 n
1x, x3 ... x7h X
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de deux déterminants A (1, x:f‘ e x;’"“‘, x;’") et P (L Xn, oo, 2575 XY

représente une fonction homogeéne U de degré v, + vy + - -+ 4 v, —
n

5 (n+1) et dont les coefficients sont positifs.

Pour n=1 le théoreme est évident. Supposons - le établi
pour la valeur n de lindice. On peut démontrer qu’il sera va-

lable aussi pour n-+1. Lie déterminant P définit —g— (n+1) diffé-

rences ar—an, k> h. Le déterminant A les contient aussi.
Du déterminant A on peut déduire

i Vi 2 Vs Yn Vn
x —_xn X _xn - X ——xn
1’1 ’l'l 1/2 Vo Vn Yn
X xn—l X ‘Xn—l LX xn—[
Y, Yy Vs Vo Vn Vn
X —Xz X ‘—Xz X -—Xz
»y T 2 Vn Yn
X—x X=X Lx = x )
d’ou
|
i -2 vi—1 v Vo—1
| P4y 44w} "+ L4un +-- 4u?® =
‘ v,—2 y,—1 , Ye—2  v,—]
i 1 -+ Un g+ - + lllll h ni] 1 FUpq e+ u,7j1 -+ lnfl
| .
M.
| v=2 vyl , |
i L+u, +-o +u, ! Ltu, +o-+u,® “4u’
‘ Yy—2 Yy—1 5 Y,—1
oty e bt T Ity +--0 ) "l
Vn—2 vi—1 |
ool bt s n)t T
Yn—2 Yn—1
oo L 4 up + . }
Yp—2 Yn—1
cool 4wy + byt T4,
Yn—2 Yn—1
R R T +u" T4 u” ’
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ou M et u; sont les expressions

M= (x—"n) (X—Xn-1) . . . (X—2,) (x—Xy) LTt

Xi s
= —, i=1,2,...,n.
Puisque les éléments du dernier déterminant sont des po-
Xi N . "
lynomes en —, aprés la décomposition, et en tenant compte
X

des déterminants égaux & zéro, nous obtiendrons », (v,—v,) ...
Avp—rn1) déterminants de deux formes suivantes

et

PAND S A O L

B
|
i

s, r et 4; étant des entiers positifs.

Ceci démontre que le déterminant considéré d’ordre n+1
des quantités (x,x,,...,X,) est reduit en certain nombre de dé-
terminants de la méme forme mais d’ordre n, c. &. d. des quan-
tit8s (Xn, Xn-t 4« ..y X1).

Théoréme B. Soit v, i=1,2,....n une suite de nombres
endiers el positifs croissant avec Uindice, la limite vers laquelle tend
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le rapport (8) quand X, -+ X, +++= xn> X est égale &
N et e + () ol
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La preave repose sur la régle de L’Hospital quand x; > x,, %, > X,
et ainsi de suite jusqu'a x, - x.
Considérons maintenant I’équation

®) Q) ==Gnt+an1 2+ + Appn2™ P + o fapz™ P4

+(apa 2" Pt a2 4y 2Y) =0

obtenue en posant dans (1) x= % Désignons parz;,i=1, 2,. .,
n—p les n—p zéros de plus petit module de eette équation (en
comptant une fois chaque zéro multiple) et par 2 un queleonque
des zéros restants, alors il existe n—p+1=¢ relations

(6) Q@)=0, Q(zyp)=0,...,

Q(Z2) =0, Q(Z;)=0.

En les resolvant par rapport a un coefficient quelconque @py
nous obtiendrons

A

ol

™

P
QGptr=(—1)"*' ¥ a,; o

=1



Sur la limite supérieure des modules des zércs des polynomes 41

12 L. 2Pkl pnep-ht 1 .. zn~pzn-p+i
n-p-h-1 n-p-h-+1 n=p _ H-p4-i
lznp...2, 7 2,7, 2,2
Ai — . . . . . . . . . . . . . .
’
n-p-h-1 _n-p-h+1 n—p  n-p+i
Z e 2 PR
Lz, 2 ) %, %
~p—h—1 —h41 — —, i
1z 2T el g et
1 1 1 1
Lz oozveh v
1 z zn-p—h zn—p
a-p n-p n—p
P = coe .o
et —
12z, L2r 27
2 2
neph 2P
1z, ...z )

A
Cependant, —P‘— étant d’aprés le théoréme A une fonetion

homogéne Ui;n, il en résulte que
r
(8) |ap+hl<ZIlUi+hf | ap-il
et si nous supposons que
(9) izif<§23’i=1,2>---sﬂ“p

on aura ainsi

»
(10) | @pin | <,_Zli ap-i | Ni| 2 |70,

Comme les coefficients des fonections Uiyn sont des entiers po-
sitifs, la détermination des coefficients N;, sous les conditions
(9) n’est qu'une conséquence du théordme B,
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12... n-—p—h—1 n-p—h+1... n—p an—p-+i
01 n—p—h—1\(n—p—h+1 n—p\(n—-p+i
. 2 2 ‘... 2 2
Ni= - ‘n—p—h+1 : n—p (n-p+i) =
00. .. 0 ( n—p—h .)"'(n—p—h) n—p—h
n—p-+i
00... 0 0 ... 1 ( o )

_ (h+i—1\ (n—p+i
il J h+i |-
Posons enfin dans (10) 2/ = —(1)—, nous retrouverons Péquation

(2). déja trouvée par M. Ballieu en suivant la méthode de M.
Van Vleck.

Ecrivons notre systdme (6) de la manidre suivante

Q@) =antan1z +++apen2" P4 a2 P 4

+ar2 4 mn(z) =0
-p—h -p-1
Q(zn-p)=an+an-1 Znpt- '+ap+hz:1_§ +-- '+ap+‘122_§ +

n—k
nep

+arz,_ -+ an(Znp)=0

(11) .
Q(Zz} =0n+dny 2y Ao +ap+hzg'p-h+“.+ap’Hz;_p_l n

+anzy ™ 4 (25) =0

—phi - —p—1
Q{zl) =an+an1 2 +"'+ap+§z2’;p E+“'+ap-{-12;1p +

-k
—f'ahZ: +an(z) =0,
ou
- . ki k-1
(2= apZy Tt ar 12 @ 2
=
+a,27 +a,2]

i=1,2,...,n—p; h=12,... ,n—p—1; k=1,2, ..., p—1 (k<p).
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On peut le résoudre par rapport & deux coefficients ax et apyn,

1z ce o gnphe L pepel g (z)

n—p—h st—p—1
Lgn_p - z”_p e Zsz«p TTn (Zn~p)

i et
122 ...z:p'...z;:p' nn(zz)
19 lzg - z';_[_h- .. z;"p’l n (21)
dp = — ’
(12) R A

1z B e (Z) zn~p—h+1. .. zn—p-l Znk
u-p—i—1 n—p—h-+1 n—p—1 _u-k
]‘ Zn—p e Z:e~p Rn(Zn-p) zn—}) o H—p n-p
—p—h—1 n-p—h-1 n—p-1 _n-k
12, : P (25) Zy T2y 22
B —p—h+1 —p—1 _n—k
lZl --'Z?pb nn(Z,) Z?p .-.211117 z:‘
(12a) ap4n=— ,

Ag

An désignant le déterminant du systéme

l z PR Zu—])—h. . Zn—p«! zn—i;

st=p-ii n-p-1 _n-h
R e 2
l Zn-p Zn—p “a-p n-p
Ay ==
2—p=—ii P n—k
12z, s z, y

1 2, . Z»z—p—h_ .. Zh--p-l Zn—k

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme général:
Si dans Uéquation (1) |@pin| >|a|(h=1,2,---,n—p—1;
k=1,2+-+,p—1) et si nous désignons par M, et N,
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12--- n—p—h -+ n—p—1 n—v
n—p——h ll—p-—l n—v
ot (T ()
(13) MT= * " N . . . . . . . _- . . ’
00--- 0 (n v )
n—p—1
00--% 0 (n—v)
n—p
12--+ n—p—h—1 n—p—h+1 .- n—p—1 n—k n—»
01 n—p—h—1\(n—p—h+1 n—p—N\jn—k\(n—v»
N1-=Val.abs. . . : : . ‘ M L . . . . . . N . .
00--- 0 0 1 (n—k )(ﬂ—v )
n—p—1/\n—p—1
00-- 0 0 (n-k) (’n——v\)
n—pj\n—p

la limite supérieure de p zéros dv plus petit module est la racine
positive de U équation

p—1 »
(14) | ap| ¥+t = §0 a, | M, grti—itr | g]of a,|N,o", v £ k.

, an
En effet, supposons donné le rapport P = i. D’apres les
pth
équations (12) et (12a) il viendra
]_ z PPN z“““p_‘h PP z"—ZF—l zn—v
P L N S B
lzn—p--r2, ., 2y Znyp
p
ZOav -

Y= n-p—h n—p—1 _n—y

1 2 . 22 e 22
. n—p-—h e n—p-—1 _n—v

12, z z zZ
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1 z e Zn—p«h—] zn~p—h+1 PR Zn~—p~1 zu—k v
.. n—p—h—1 _n—p—h+t+1 w-——p—1 t—k _n—»
1 Zn—p zn—p zn—p zn-—p zn«—p zn—p
»
= (— l)h 12 a, |t ot e e ,

v=) —p—h—1 n—p—h+l n—p—1 n—k n—vr
1z S z v e P i

2 %y 2 %y 2 "2
A—p—h—1  n—p—h+t f—p—1 #—k _n—y

z .. [
Lz, o Z Z 1 i

y=0,1,---, k- Lk+1,---,p—Lp.
La division par le déterminant A(1, 2op, -+, 2777, 2"7%)

. - 1
fournit I’équation
q

p—1 e
ay=—20a, Upy +(— 1" X, Utppnn—, v &
=

r={

ol U; désignent les fonetions homogénes indiquées au théordme
A. On en déduit

»—i P
Iap<zoia»HUp«~vi+Hi ) [a, | | Usprn—i—y |
= Y=y

d’ot avee I’hypothése

|zl‘<;z\’ i=1’27"'>n_p et t/\<1a C"a'd'iakf<|ap+hi )

p—l »
15 ap|<| Zla, | M|zl 4+ B @ | N, |2 oo,
v=0 y=
Enfin, aprés la transtormation habituelle | z | :%—’ nous obtien-

drons l'équation (14). )

Iindice £, comme il suit de Dlexposition du théoréme,
peut prendre les valeurs 1,2,--.,p—1 sauf 0. Cependant la
méthode est encose applicable et dans ce cas, et il en résulte:

Léquation (1), dans laquelle est |apqn| >|as], a p 2éros
de modules inférieurs ou égaux & la racine positive de Uéquation

{

(16) i ap l o2+l = %:‘

=1

p
I a, I My 91’+h+v—-1 + gll a, l N’ Qw-i ,
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ol sont
12« n—p—h «++« n-p—1 n—v
n—p—i n—-p—H ja—v
o (T (YY)
. M»='. e e e e e n_,_,, . |
00--- 0 1 (n-p——l)
00--. 0 ... 0 (z:;)

12..- n—p—h—1 n—p—h+41 --+ n—p—1 n—» n
0 n—p—h—1\ (n—p—h--1 n—p—1\/n—v n
1-.- N )( , ( 5 )(2 (3

= ]

n—rwv I
00+ 0 Y (o | R

00--- 0 0 cee 0 ("’"”)(”)
| n—p) \n—p

De méme le cas ou l'indice /# prend la valeur h =p —n
doit étre considéré séparément. En procédant comme aupara-
vant, il n'y a quw'd modifier les N, ,

0o

12--- p—p—2 n—k—1 n—r—1

(= p—2\ (n—k—1) (n—r—1
U T [
{18) Nv=vai abs. 00. .. 0 n—k—1\ fn—v—1 s
(rz—p——l) (n—p—l)
00--. 0 n—k—1\ (n—vr—1
e

tandis que les équations (14) et (16) restent sans modifieation.

Les résultats, que nous venons d’obtenir, sont surtout ap-
plicables lorsque tous les coefficients ou un certain nombre
d’eux dépendent d’un paramétre variable {. Pour abréger l'ec-
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riture eitons, & titre d’un exemple, P'équation du cinquieme
degré

(19 x*(f—a*) fayx* + a3 2* + @, X* - x (f 4 a) - a,=0

La condition |{ i;_g i) 1 devient
1

[t —a|>1.
Puis, Papplication des formules (14) et (18) donne

| 1 5—vr ' 3 4—v» ;
i (O"‘") = val. abs. J (3) (4—” ) i
a 2 pe= 0> “y ‘

(20) [az|0’=3las| ¢*+10|ao | o*+-8 as|0* 4 3] a,| 0+ 6] a,|.

Done nous sommes conduit & formuler la proposition :

St t désigne une quantité complexe ou réelle, située dans son
plan au dehors ou sur la circonférence d’'un cercle de cenire a ef
de rayon == 1, il existe wune lim. sup. des modules de trois zéros
ne dépandant quede a,, a,, a,, et elle est représentée par la ra-
cine positive de ['équation (20)



