Remarqgues sur les liaisons entre certaines
représentations géométriques

Par

W. JARDETZKY

Suivant les questions les représentations géométriques va-
rient. Ainsi, par exemple, a ensemble de six quantités scalai-
res on fait correspondre: 1) un point dans lespace & six di-
mensions, 2) deux vecteurs dans l'espace a trois dimensions ou-
3) un ellipsoide dans le méme espace.

Dans l'étude de certaines uestions, peut étre, pourrait
rendre service l'introduction des divers représentations géomé-
triques, et nous ferons dans cette ncte quelques remarques sur
les notions géométriques qui sont déja ou peuvent étre ratta-
chées a la théorie des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre.

Considérons d’abord un champ vectoriel dans I'espace a

-
trois dimensions. Soient r(x,yp, 2) le vecteur dont 'extremité

est le point M et ~;;’(zg.,tvy.,vz) un vecteur lié & ce point. On a,
ea outre, v.=v, (X, ¥, 2), vy=v,(X, ¥, 2), v.=2; (x,y, 2). Or, nous
pouvons en méme temps étudier le champ des directions cor-
respondantes, ¢’est-a-dire le champ des vecteurs-unités 12 ({, m,n)
P4+m?+ni=1.

Cela posé, considérons un plan passant par le point M

6y Z—z=p(X—x)+q(Y—y).
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[ensemble de cing nombres

2 X,¥,2,p, 4

s’appelle, d'aprés S. Lie, un élément de contact. Nous aurons,
évidemment, les relations

(3) p=kl, q=km, —l=kn; k=|1+p*+¢?,

-
si le plan est normal au vecteur v considéré plus haut.

Ainsi 'ensemble de cing nombres (2) est représenté géo-
> - -
métriquement par Uensemble des deux vecteurs r et v, (ou kv,

(p,q,—1), cest-a-dire par le champ des vecteurs-unités ;0)
lorsque ces nombres varient. Nous pouvons done nommer cet
ensemble des vecteurs ,un élément®.

Le systéme d’éléments est, d’apres S. Lie, ensemble d’é-
lements vérifiant la relation

€)) Fx,y,z,p, =0 .

Les ¢léments sont unis, lorsque ils sont assujettis a la
condition
6y} dz=p dx+4qdy ,

‘est-a-dire, a la condition d’orthogonaliié
bl

{6) (07;?0):0 ou (d?,?):O ,

ol par les parenthéses est designé le produit sealaire de deux
vecteurs.
D’autre part la recherche des lignes de champ nous con-
duit & Péquation
> >
dr=ar ,

ou a est un sealaire, ou a la condition

(7) [dro]=0 .

Je produit vectoriel dans le eas de l'espace & n>> 3 di-
mensions devient un tenseur. Les dquations (6) et (7) montrent
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que les lignes de champ et les caraciéristiques forment deux
familles des courbes orthogonales.

Il est plus naturel de s’en servir de la deuxieme des repré-
sentations géométriques mentionnées plus haut pour interpréter
quelques résultats de Ja théorie d’intégration des équations aux
dérivées partielles.

Il est bien connu') que les différentes solutions de I'équa-
tion aux différenticlles totales

(8) dz= X p.dx;

s=1

peuvent étre représentées sous la forme suivante, donnée par
S. Lie:
2. 410 .,

Z:{F(xuxz’ c oty Xn-o, Cl: Cz,' L G

¢ .
Xn”i'f'f:(pi(xl""’xn—yaCI""aCn)’ 1:1’2""0;
pl:‘.:I/’/I’ /:ily::;"'!n"—())
(10) 0 & O
Yr—= =L 2 Pr-oti v

TToxy, i oxy

ol on a 2n+ 1 variables xi, z, pi et n constantes arbitraires C;.

I’ensemble d’'un point et d’'un plan passant par ce point
est un élément de eontact de espace & n+1 dimensions?). Or,
cet ¢lément est aussi reprdsenté par ensemble de deux vecteurs

-> ->
(11) r(xl)'..ﬁxn’z) et p(pls"'ypn’_*l)'
[.e second étant une fonetion de point, Vespace envisagé

>
sera done le champ veetoriel p. ['équation (8) sera de nouveau
la condition d’orthogonalité

>
(12) (pdr)—0.
1) Voir p. e. N. Saltykow Méth. class, d'intégr. . équations aux der, part.
da premier ordre. Mémorial d. se, mathém. L.p. 51.
2) 1. Goursat. Le¢ons sur Vintégration des dquations aux der. part. du
pr. ordre. p. 316, 1921.
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A chaque ensemble des valeurs des constantes C; corres-
pond un ensemble des o+ 1 surfaces (9).

Posons
(13) p—z=U, @Qi=Xn,os1i=U;.

Dans le champ de chaque scalaire U, U; on peut definir
le gradient:

gmdU(%,...,b%@—ﬂ,...(), —1),
1 n-a
1-h
gmdU,:(g%f,...,5(3(?%0..“,—1,...,0).

En complétant le systeme des égalités (10) par les identités
Pn-gri = "'pn—y-i»i(“ ])- i“’;l,f-(),

nous pouvons écrire Péqguation veetorielle corvespondante:

o 7
(15) p=grad U—¥ pny+igrad U;.

i=1

>
Le vecteur p doit done étre une fonction linéaire des gra-
dients (14,

Si e=0, on a

-3

(16) p=grad U

et, d’apres 1'égalité (12),

(17) (dr grad U) = dU = 0.
Yon

(18) U= ¢ —2z= const.

Dans le cas ¢ £+ 0, on aura
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0 —>
(d_r) grad U) — ¥ pno+i (dr grad Uy) =
i=l
(19)
AU — ¥ pagii dUi= 0.

i=1

Il suffit done que
(20) @ —2z2=U==const., = Xn_,+;= U;==const.

On obtient done [Dinterprétation suivante des solutions

>
(9—10) de I'équation (8): dans le cas 90=0 le vecteur p (11—16)
a la direction de la normale & la surface (9), dans le cas 030
il est la somme géométrique de o+ 1 vecteurs qui ont les di-
rections des normales 4 des surfaces (9).

Dans le cas générale le vecteur p est une fonetion des
n+1 variables x,,»++, x,,2z. Cherchons dans quels cas I'équa-
tions aux différentielles totales (8) ou (12) admet un facteur in-
tégrant w. On a

- > -
20 (wp dr)=dV=(dr grad V)=0.
Dot
-
wp—=grad V
et

-
rol w p=rot grad V=0.

En developant cette expression on a

>

(22) y I’Ot; ~+[grad y, p]=0 .

Dans le cas de l'espace a trois dimensions on en déduit
la relation3)

-

(23) (protp)=0 .

-
3) X,Y, Z étant les composantes de p on aura

17 oY X 074 dYy o8X
v {ve_ 7 ga 0L | g0 9y
X (Oy dz ) + Y(u‘z 6.1;) F (Oz Blr/) 0
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On voit que l'orthogonalité des veeteurs joue ici de méme
un role.

Dans ce qui suit nous bornons par le cas ot p; ne dé-
pendent que de X,, -+, x,. Alors on aura la condition d'intég-
rabilité de Véquation (8) sous la forme

B -
R22)) rot p=0 ,

et dans le eas de l'espace & n+1 dimensions (x;,- -+, xa, 2) le
rotationnel sera un tenseur

— -
(25) D =rotp
dont les composantes sont

i dps  Op.
5 Do o— 2%
(26) ¥ 0x,  Oxe

L.es relations
(:37) [)30‘-':0 (S, :i ) ...,H+1; pn{-i:_l, Xn+1:z)

seront donc les conditions d’intégrabilité de V'équation (12).
Considérons maintenant une équation aux dérivées par-
tielles

(@) F, ey sy po)=0
En adjoignant®) & ecette équation les équations
(29) ‘Fk(xl’ PP ST ’pn):cka k21127' <o, n—1,

on obtient par différentiation les relations

(30) (FiF)+ X Z OF:0F,

D.;=0
s==] a=1 dpq apn

ou (Fi; Fy) sont les parenthéses de Poisson. Les fonctions
F.Fy, -+ Fa sont dites en involution, lorsque

(31) (FiFi)—0 .

4 Voir p.e. N Saltykow Lepop 19-21,
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En tenant compte des relations (30) ct (27) on voit la li-
aison étroite cntre les conditions (24) et (31). Ainsi, la propri-
¢té des fonections Fi d’étre en involution sexprime par le fait
que les composantes ps données par le systeme d’équations

-
(28—29) correspondent & un vecteur p assujetti 4 la condition

-
Q=rot p=0.

I’ensemble des équations (28—29) est d’aprés la définition

connue, un élément intégral régulier. Done’eet élément est re-

-
présenté par un vecteur p dont le rotationnel s’annule.
Nous nous bornons par ce qui précéde en remarquant que
certaines autres notions de la théorie des vecteurs peuvent étre
aussi rattachées aux questions mentionnées plus haut.



