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M. Michel Petrovitch s’est assez souvent plu & poursuivre
ses investigations mathématiques hors des chemins battus pour
que je puisse le prier d’accepter en hommage quelques remar-
ques sur un ordre de questions que les géomsétres envisagen-
rarement.

1. — On connait quelques subdivisions des polyédres ré-
guliers en polyédres réguliers; par exemple, partageons endeux
parties égales chacune des arétes d’un tétraddre, hexaddre ou
octaédre régulier et, par les points de subdivision, menons des
plans paralleles aux faces. Nous avons subdivisé le tétraédre en
quatre tétraddres et un octaddre, le cube en huit cubes, Pocta-
&dre en six octaddres et huit tétraddres. On va voir que toute
subdivision d’un polyédre régulier en polyeédres réguliers se
rattache étroitement a ces exemples.

Ceux-ci sont en liaison avee deux pavages connus de
Pespace. Le premier est constitué par tous les cubes de coté 1
et dont les sommets ont pour coordonnées rectangulaires x,, y,, 24,
des nombres entiers; leurs faces sont paralléles aux plans coor-
donnés. Le second est constitué par tous les tétraédres régu-
liers et octagdres réguliers d’aréte égale a 1, ayant trois direct
tions de faces paralléles aux plans coordonnés, dont les som-
mets ont des ecordonnées X,, ¥,, 25, entiéres; les axes étant, cette
fois, trois arétes d’un des tétraddres. Les éléments de ces pava-
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ges, je les appellerai des atomes, pour employer un mot que
fait image, mais bien entendre en n’attachant aucun sens phy-
sique a ce mot.

Le premier pavage est donc constilué par des atomes tous
égaux; le second utilise deux sortes d’atomes, tétraddriques et
o ctaddriques, dont les volumes sont dans le rapport de 1 & 4.
Ces atomes sont les subdivisions de 'espace obtenues en me-
rant les plans:

1) xy=entier, y,=enlier, 2z,=entier,
pour le premier pavage et, pour le second, les plans
IT) x,=entier, y,=entier, z,=entier, x,+y,-}-z,==entier.

Tout cube limité par des plans de la forme I, tout tétra-
édre ou octaedre limité par des plans de la forme II peut étre
obtenu par la réunion de certains de nos atomes; nous dirons
que ce sont des molécules obtenues par P'agglomération
d’atomes. [/énoneé que j'ai en vue est le suivant:

10, — Le tétraédre, le cube, Uoctaédre sont les seuls polyédres
réguliers qui peuvent étre subdivisés en golyédres réguliers.

20, — Un tétraédre ne peut étre divisé qu'en télraddres et
octaédres; un cube seulement en cubes; un octasdre seulement en
octaddres ct tétraddres, Les faces des polyédres partiels sont paral-
léles aux faces du polyédre primilif.

3. — Les subdivisions s'obtiennent en divisant toutes les aré-
tes du tstraédre, hexaédre ow octaédre donné «n un méme nombre
de parties égales; en menant par les points de division des plans
paralleles aux faces, ce qui décompose le polyédre donné en ato-
mes; puis en ayglomérant ces atomes en molécules.

2. — Des remarques élémentaires permettent de constater
quancune somme de certains des angles diddres £, h, o, d. i
des polyedres réguliers (tétradédre, hexaeédre, octaddre, dodéea-
gdre, icosaddre) n’est égale ni 4 'un de ces diddres, ni & Pun
de ses compléments.

Pour aller an plus court, utilisons les valeurs connues:

tgt=2)2, tgh= o, tgo=—2)2, 1gd=—2,
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tgi = — 2
V—5 ’
d’ou il résulte
tg 2t = —4%71/2 )

pour obtenir les inégalités :
a—i<a—d<t=a—o<h=a—h<o=a—t<d i<t

qui entrainent le fait c¢i dessus énoncé.

Ceci étant, supposons quun polyédre régulier P soit sub-
divisé en polyeédres p; eux mémes réguliers; la remarque ci des-
sus montre que tous les p; qui ont une aréte portée par une
aréte de P sont de la méme espéce que P et méme lui sont
homothétiques.

Tous les p; ont des arétes de longueurs inférieures & la
longueur de l’aréte de P. Toute aréte AB de P est done divi-
sée par un sommet O, au moins, des pi. Si F est une face
de P passant par AB, O est commun aux faces f, et f, de
deux pi, toutes deux directement homothétiques de F; dans f,,
par exemple, Oa, porté par OA est homologue de BA;dans f»,
Ob, porté par OB ‘est homologue de AB.

Si F est un pentagone, f, et f, se recouvriraient done
partiellement, ce qui est impossible. Done un dodécaédre régu-
lier me peut étre subdivisé en polyédres réguliers.

Si F est an carré, les seconds cotés de f, et f, issus de
O sont portés par la méme demi-droite, il se peat done que
les pi couvrant les arétes de P constituent toute la subdivision de
P 1); sinon, soit P’ le ou les polyéd.es obtenus en enlevant de
P les p; couvrant les arétes de P. Les diddres de ces polyédres
P’ qui sont tournés vers lintérieur de P' ont pour valeur
a—h=~h, done les p; qui les remplissent sont encore des cubes
de faces paralléles & celles de P. En enlevant ces pi des P’ on
a des polyédres P”, sur lesquels on raisonne de mdme, ete.,
jusqu’a épuisement des pi. Done un cube ne peut étre s.:bdivisé
en polyédres réguliers que si ceux-ci sont des cubes homothétiques
du cube donné,

1) En réalité, comme on le verrait facilement, ceci n’arrive que dans
le cas de la subdivision de P en 8 p, égaux.
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Si F est un triangle, le long de la seconde aréte Oc, de
/1, issue de O, le polyédre obtenu en enlevant de P le polyédre
py de face f, a un diédre égal a »—i, ou n—o0, ou a—*, sui-
vant que P est un icosagdre, un octaddre ou un tétragdre. En
enlevant de P les pi qui comblent les diédres de P il reste un
ou plusieurs polyedres P’ dont les diddres tournés vers linté-
rieur sont

n—i<t ou mn—o=f ou =n—t=o0.

Dans le premier cas, ces diedres ne peuvent done étre com-
blés par des pi, donc un icosaédre régulier ne peut étre subdivisé
en polyedres réguliers.

Si P est un octaédre, les diddres =—o=¢ ne peuvent étre
comblés que par des tétraédres et de méme si P est un tétra-
édre, les diddres #a—¢=0 ne peuvent étre comblés que par des
octaédres. Si les p; ainsi considérés ne donnent pas tout le po-
lyédre P, en enlevant ces nouveaux p; des P on a des poly-
édres P” dont les diédres tournés vers l'intérieur sont ceux de
P. Et, en continuant ainsi, on finira par épuiser tous les pi.
Donc toute décomposition d’'un octacdre ou d'un tétraédre régulier
P en polyedres réguliers est une décomposition en tétraédres et ocla-
édres dont les faces sont paralleles & celles de P.

Les deux premiéres parlies de notre théoréme sont justi
fiées, examinons la troisidme et d’abord pour le cas du cube.

3. — Soit une décomposition d’un cube P, d’aréte 1, en
cubes pi, d’arétes a;. Sur trois arétes concourrantes de P, prises
pour axes Ox, Oy, Oz, projetons orthogonalement les sommets
des p; ce qui subdivise ces trois arétes en segments de lon-
QUEUTS Xy, Xgy v oo} Y1y Yoy« 24 Zag e

Exprimons les longueurs des arétes de P et des p; al'aide
des Xx;, yi, 2i; nous trouvons des relations

-
R }.‘xi:ZJ’i:ZZi:l
i 1 i
ai = ngx:'c = Ze,kyk = Z'g"k 2,
dans lesquelles les ¢, ¢/, , ¢”, sont égaux & zéro ouad un. De

ces relations resultent d’ailleurs les expressions des xi, yi, 2
en fonctions des ax
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x=2Xna, y=2Xna. z=2X17a

les . n’, %" étant égaux a zéro oua un. Et par suite, on en dé-
duit, par des expressions analogues (S), celles des coordonnées
Xi, Yi, Z; des sommets des cubes pi. Toutes ces relations (R)
et (S) sont linéaires et a coefficients entiers; ajoutons y
de nouvelles relations linéaires (7) si cela est néeéssaire pour
obtenir par combinaison linéaire de (R), (S) (T) toute relation
linéaire & coefficients entiers entre les xi yi, zi, ai, Xi, Yi, Z.
Et, dans ces relations, remplagons ces quantités par des incon-
nues que nous désignerons par les mémes symboles surmaontés
d’un trait. Nous avons ainsi un systéme (E) d’équations liné-
aires admettant les nombres x:, yi, zi, @i, Xi, Yi, Zi,
comme solutions. On va voir que ce systéme, compatible, est
déterminé.

S’il ne I'était pas, ses solutions seraient données par des
formules telles que:

X=Xt & i+ E bt

a l'aide d’'un certain nombre de parametres arbitraires f#,4,, ..
Comme toute relation d’égalité entre deux des nombres x;, y;,
zi, ai, X, Vi, Z; a lieu aussi entre les variables que nous leur
avons substitués, quand les # seront pris assez voisins de zéro
nos Xi, Vi, i, @i, Xi Y Zi seront positifs commeles x:, Vi, 21,
ai, Xi, Yi, Z; et rangés dans le méme ordre de grandeur que
ces nombres. Par suite les a;apparaitront comme les arétes de

cubes p; en lesquels P sera divisé, ces cubes provenant de I'ag-
glomération des parallélépiptdes en lesquels P est découpé
par les plans x = X;, y= Y, z = Z. Eecrivons que le volume
de P est la somme des volumes des p; nous aarons une rela-
tion qui, ¢tant vraie pour tous les # assez petits, sera une
identité

1=Xa =X + gt +at+ P =
=Xad + -+ 38X a ()t +---

D’ou les relations telles que
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Z a, (az )zzox

qui, puisque les a: sont positifs, montrent que les «] sont tous
nuls, c'est-a-dire que les a; sont constants et égaux a;. Les

relations
— . —
xi= X 7, a,

montrent alors que les x; sont constants et, par les relations
(S) écrites entre les a: et X; on voit de méme que les X; sont
constants,

Le systéme (£) n’a donc comme solution que le systéme
des nombres Xi, yi, zi, ai, Xi, Y:, Z;. Mais puisque (E) est a
coefficients entiers, ces nombres sont rationnels, c’est-a dire que
la troisieme partie de notre énoncé est justifiée pour le cas
du cube.

4. — Le cas ou P est un tétraddre ou un octagdre se
traite de fagon analogue; j'indique les petites modifications a
apporter au raisonnement.

Les axes sont cette fois trois arétes concourrantes del’un
des tétraédres réguliers du pavage dont P est un élément. Les
projections sont faites sur ces axes parallélement aux plans co-
ordonnés; d’ou les x;, y:, z;, Xi, Yi, Zi. Nous avons a consi-
dérer deux sortes de p;: des tétraédres dont les arétes seront
désignées par a; et des octaddres dont les arétes seront désignées
par b;. D’un systéme complet de relations linéaires a coefficients
entiers entre les xi, vi, zi, ai, b, Xi, Yi, Z; nous déduisons un
systéme d’équations (E) entre des inconnues ¥, yi, zi, @, b;,
X, Yi, Z;. Tout systtme de solutions de (E), voisines de
Xi, Yi, &, Qi, bi, Xi, Yi, Zi, donnerait une division de P par
les plans x=X;, y=Y:, 2 =Z;, x4+y+2z=X:+ Y.+ Z; en parties

qui, agglomérées en tétraddres de eotés a; et en octagdres de
cOtés b:, conduirait & une identité

Y@ +4Xb7 = constante.

La conclusion s'en suit comme précédemment; notre
énoncé est entierement justifié.



