Sur une formule de M. Michel Petrovitch

Par

M. PAUL MONTEL

1. Dans une élégante Note!) parue en 1908, M. M. Petro-
viteh a obtenu, par unc analyse simple et ingénieuse, des for-
mules générales comprenant comme cas particuliers la formule
de Cauchy qui donne la différence centre le nombre des zéros
et celui des poles d’une fonction méromorphe dans un eercle
ainsi que Ja formule de Jensen relative au quotient du produit
des modules des poles par le produit des modules des zéros.
M. M. Petroviteh s'est borné aux fonctions analytiques qui sont
réelles sur Paxe réel.

Je me propose de reprendre ici le méme probléeme en le
traitant, soit au moyen de la théoric des résidus, soit direc-
tement et en me placant dans le eas d’'une fonction analytique
générale. Je prie M. M. Petrovitch de vouloir bien trouver, dans
cette modeste eontribution & Pun de ses travaux, un hommage
a son ocuvre scientifique.

2. Soit f(2) une fonction méromorphe dans le cerele (€)
fermé, de centre origine et de rayon r. Désignons par ay, ay, -+ -«
les zéros et By, fa, ..., les poles situds dans ce cerele. On peut
toujours supposer que ces points sont tous intérieurs au cerele.
On doit & Cauehy Ia formule

1) Proeéde élémentaire dapplication des intogrates dofinies raelles aux
équations algébriques et transcendantes (Nouvelles Annales de Mathémati-
ques, . 4, t. VIIIL, p. 1—-15).
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Si Ton pose z=re", on a dz=izdt ct la formule peut
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Nous désignerons dorénavant par F (2), l'expression = ; par z

7
le nombre conjugué de z; alors F (z) désigne le nombre con-
jugué de F(z) et F(z), le nombre déduit de F(2) en rempla-
¢ant seulement la variable par sa valeur conjuguée.

Calculons maintenant les intégrales
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I désignant un entier positif. La premidre s'écrit
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en prenant le signe plus; elle représente la somme des résidas
de la fonetion intégrée aux poles «; et f; de cette fonetion; on
a done
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et cette formule reste vraie pour £=0. Quand on prend le signe
moins, il faut ajouter le pdle 0. Si Pon éerit
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la derniére série représentant une fonction holomorphe dans
le cerele fermé (C), on voit que les intégrales
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sont nulles puisque le résidu 4 infini est nul. Le seul terme
non nul est donné par la série entidre et I'on a,

2
—l—fe““”‘ F()dz= Ay 1" .
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‘aleulons de méme:
1 i int | . if = 1 ¢ imf‘ df = A
2—:7 (4 (Z)l = g‘ e (Z) = Ap I'" .
0 0
et
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On déduit des caleculs précédents, en comparant les résultats:
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On a d’ailleurs, pour £ =20,
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Désignons maintenant par ¢(f) une somme finie de
Fourier:
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@ ({t)y=ay+a,cost+bysint+ - -+ +a,cos nt+ by, sin nt.
On déduit aussitét des formules précédentes, en posant
Pp=ayt+®,+ Pz,

@, désignant la somme des sinus et @, celle des cosinus,
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Cette formule est valable pour une fonetion arbitraire ¢ (¢) de
la variable ¢, continue dans lintervalle (0, 27). On peat en
effet appliquer la formule & chaque somme finie de Fourier
S, (t) obtenue en faisant la moyenne arithmétique des n pre-
miéres sommes de la série de Fourier de ¢(¢). On sait que
S, (¢) converge uniformément vers ¢ (f) dans Pintérieur de I'in-
tervalle (0,2n). La formule (2), applicable en remplagant ¢ (£)
par S, (f), est encore valable a la limite, les intégrales conver-
geant nécessairement et ¢ (f) étant définie pour £ négatif par

I'égalité @ (—1) = (2n—1).

3. Lorsque ¢(#) est égal 4 1, on retrouve la formule de
Cauchy. Nous supposerons, dans le cas général, que la valeur
moyenne @, de @(f) n’est pas nulle.
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Si la fonetion ¢ (f) est orthogonale a la suite des fone-
tions cos kt (k= 1,2,...) ou encore, si la courbe y = ¢ (x)
admet comme centre le point (0, @,), la formule (2) devient:
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Lorsque f (2) est réelle sur I'axe réel, F(z) est le nombre con-
jugué de F(z) et on peut écrire, en désignant par R [#] la partie
réelle du nombre #,
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C’est la formule de M. M. Petrovitch. Soit encore ¢ (f), une
fonction orthogonale a la suite sin 2kf, cos 2kf, (k=1,2,...):
son développement en série de Fourier ne contient que des
multiples impairs de ¢. Posons

p)=ay+ o1+ s,

¢, désignant la somme des sinus, ¢, la somme des cosinus.
Comme on peut écrire

o M—1) =ayt ¢ — g,

2o+ ¢4 = qﬁ(t)+<'2,o(ﬂ~t)’ Py — @(f)—g(n—f)

on a

et la formule (2) devient
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ou
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Jtrore rea-nr@ta=20—9 [ @a.

En particulier, si f(z) est réelle sur l'axe réel, le terme
F(2)— F () est purement imaginaire: sa contribution a Pinté-
grale est nulle et on a
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() + ¢ (n—1)
f T ORIF (@) dt
p—q = 2 27
fw@w
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D’ailleurs, d’une manidre générale, on a, lorsque f (2) est réel
avec 2, quelle que soit la fonction continue ¢ (¢)

2z

I[W _|_a0}R[F(z)]dt=ao(p""l)-

4, Supposons ¢ (f) définie dans lintervalle (0,2m=), m
désignant un entier supérieur & I'unité. On peut appliquer la
formule (2) & chaque intervalle [2(k—1)n, 2kn], la fonction
¢ (—1) étant définie comme égale & ¢[2(2k—1) n—#]. En ajou-
tant les égalités (2), on obtiendra une formule semblable dans
laquelle les intégrales sont étendues de 0 & 2mm et ¢ (—¢) peut
dtre définie comme égale a ¢ (2ma—i). 1l en est de méme si
¢(t) est définie dans lintervalle (0, + «), la fonction ¢ (—1)
étant alors définie comme précédemment dans chaque inter-
valle [2 (k—1) =, 2kn].

Enfin, si ¢(f) est définie dans un intervalle arbitraire
(a, b), (<b, on peut toujours supposer que a est positif et
inférieur & 27, en augmentant au besoin { d'un multiple con-
venable de 2. Si 2mst est le premier multiple de 27 non in-
férieur & b, nous prendrons ¢ (f) égale & O dans les intervalles

0<t<a b<t< 2mn
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et nous serons ramenés au cas précédent. En particulier, si
/(2) est réel avec 2z, on aura

2mazm

j [W + aoJ RIF (2))dt =a, (p—q).

o

Et, si la courbe y =1 (x) admet le centre (0, @) ou, ce qui
revient au méme, si ¢(f) est orthogonale & cos kt (k=1,2,...)
dans lintervalle (q, b), le facteur de R[F (z)] dans [lintégrale
précédente est égal 4 ¢(f) et ’on obtient la formule de M. M. Pe-
trovitch :

jcme[F(z)}dtz(p—q)f(pmdt.

5.1l n” y a rien & changer & ce qui préeéde si la fonetion
@(f) est une fonction complexe de la variable réelle ¢. La for-
mule (2) subsiste: on peut méme lui substituer la formule plus
générale

27 —
B [P0 o] FOEEE
0
+ [W_—n—akcos kt] w=dt
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z(g a— ¥ ﬁ;)xjcp(t)cosktdt.
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La formule (3) s’établit comme la formule (2} en tenant compte

des valeurs obtenues, 4 I'aide du théoréme des résidus, pour
2x

les intégrales f et (2) df. On déduit de la formule (3) des
1]

conclusions semblables & celles que 'on a déduites de la for-

mule (2). Par exemple, si ¢(f) est orthogonale a ceosnt pour

toutes les valeurs de n différentes de 4, c'est-a-dire si ¢ {f)



Sur une formule de M. Michel Petrovitch 181

differe de e** par une fonction impaire de #, et si en outre
J (2) est réelle lorsque z est réel, on peut écrire

2z

Z’tcp (O RIF ()] dt = (:‘: af —éiﬂ; ) J o(f) cos kt dt .
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6. Nous avons, dans ce qui précéde, employé le caleul
des résidus surtout pour obtenir les valeurs de certaines inté-
grales élémentaires. Mais on peut établir directement et trés
simplement les formules (2) et (8) en remarquant que si F (2)
est holomorphe sur la circonférence (C) et au demeurant arbi-
traire, la fonction de #, périodique de période 2=,

F(2) 4 F(z) = F (re") + F (re)

est une fonction paire et la fonetion F (2)—F (z) est une fone-
tion périodique de méme période et impaire. Il en résulte que
les formules (1) sont évidentes puisque les fonctions sous le
signe somme sont périodiques de période 2= et impaires.

De méme, si ¢,(f) et ¢,(f) sont des fonctions intégrables
de ¢, périodiques de période 27, la premiére impaire et la se-
conde paire, on a immédiatement

27 K24

j%mwm+nam=jme@—mmm=m

Les formules (2) et (3) se déduisent aisément des remar-
ques qui précédent. Ou voit qu’elles s’appliquent a toute fonction
¢(), réelle ou complexe, de la variable ¢ dans intervalle (0, 27)
et intégrable dans cet intervalle.

En particulier, si la courbe y=¢(x) a pour centre le point
0, a,), on retrouve les mémes résultats que ci-dessus.

Prenons par exemple F(2) = log|f(2)|, f(z) étant tou-
jours méromorphe dans linterieur de (C) et holomorphe sur la
circonférence avee f(0)F0; on pourra écrire, en remarquant que

2n
J” F(2) dt =log | £(0)rr=a
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d’aprés la formule de Jensen,

[i[Hp= 1 o] F47E)
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Lorsque le point (0, a,) est un centre, cette formule devient
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O)rl"?ﬂ’ﬂ2 @ (2) dt.

Si f(2) est réel avee z, on retrouve la formule établie par
M. M. Petrovitch.



