Eine Anwendung der lincaren Substitution einer kom-
plexen Verdnderlichen in der Fldchentheorie
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Einleitung

Es sci ds® = gu. du’ du* die erste Grundform der Fliche
r=1 (&), i = 1.2, weiter & der Einheitsvektor der Tangentenrich-
tung dr=rv;du’ im Punkte P der Flichenkurve u' = u'(s), ¢
der Einheitsvektor der Flichennormale, wobei g = gy, £22— 815"
ist, und endlich » = ¢ X & Fir die Fldchenkurve lauten die
Serret-Frenetschen Formeln folgenddermassen :

gi * oy ol
M W =yt » —u,

d? -

s - T -+ W,

wo o und z die Krimmung bezw. die geoditische Windung, y

aber die geoditische Krimmung sind. Wir bemerken noch, dass
o und © entgegen y nur von den ersten Differentialen dut ab-

W

héingen und der folgenden Kriimmungsgleichung?):

1) Vglg. meine Arbeit: Beitrige zur Flichentheorie. — Math. Zeitsch.
Band 38 (1934), S. 445,
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) v o' —2Ho + K ==

gentigen, in der H die mittlere und K die Gausssche Kriimmung
bedeuten. Ist /= H"—K, so ist weiter:

z=V7sin2¢,
o—H=1VJcos2¢,

wo mit ¢ der Winkel zwischen der Richtung & und der ersten
Hauptkriimmungsrichtung bezeichnet wurde.

Die Kriimmung ¢ und die Windung = vereinen wir®) zu
einer einzigen komplexen Kriimmungsgrisse z==0+it. Es ist

(4) z2— H==)/J &

Die komplexe Kriimmungsgrosse geniigt der Gleichung :

() 2z —H(z+2)+K=0.

Die in einem Punkte P der Fliche moglichen komplexen Krum-
mungen z liegen auf dem durch H und K bestimmten Kreise
(5) der komplexen z-Ebene.

In dieser Arbeit wollen wir uns mit einigen solchen geo-
metrischen Konstruktionen, ausgefithrt im Punkte P der betrach-
teten Fliche, beschiftigen, die zu jeder Tangentenrichtung &
in allgemeinster Weise eine neue Richtung & zuordnen. Daran
anschliessend untersuchen wir weiter die funktionnelle Abhén-
gigkeit der entsprechenden komplexen Kriimmungen z und 2’
Auf diese Weise erhalten wir nicht nur die involutorischen Du-
pinschen und die verallgemeinerten Darboux’schen®) konjugier-
ten Tangentenrichtungen, sondern auch nichtinvolutorische Zu-
ordnungen. Die sich daraus ergebende Abhingigkeit zwischen
2z’ und z ist aber sehr einfacher Natur: 2’ ist eine solche lineare
Substitution von z, die den Kreis (5) in sich diberfiihrt.

2) A.a, 0. 8. 450.

3) G. Darboux: Sur les solutions singuliéres des équatious a dér.
part. du premier ordre. — Mémoires des Sav, étran, t. XXVII (1883), zitiert
nach G. Darboux: Théorie gén. des Surfaces t. 111 {1394) S. 499,
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Es eantsteht so in der Krimmungstheorie der Flichen ein
g¢anz neues Anwendugsgebiet der linearen Substitutionen einer
komplexen Veriinderlichen.

Der nichtinvolutorische Fall

Die eben erwéahnte geometrische Konstruktion erhalten
wir in folgender Weise: Im beliebigen Punkte P der gegebenen
Fliache legen wir tangential eine Hilfsfliche F, zweiter Ord-
nung. Bezeichnen wir in vektorieller Schreibweise den verin-
derlichen Punkt mit » und setzen wir:

(6) (b—1)é=x', (v—1)p=x% (b—1){=x3
so ist offenbar die Gleichung der verlangten Hilfsfliche Fjy:
(F) 2x3—pu Xt xF =10,

wo die Koeffizienten ps zunichst willkiirliche Werte besitzen.
Die starrgedachte Hilfsfliche F, bewegen wir in der Richtung
& und bestimmen die Berithrungslinie der so erzeugten Hilf
fliche mit der urspriinglichen F,. Diese Rauwmkurve erhalten
wir aber auch als Schnittkurve von F, und jener Fliche, deren
(tleichung entsteht, wenn wir die Gleichung von F, nach s
ableiten. Nun sind die Koeffizienten pi. wegen der vorausge-
setzten Starrheit der bewegten Hilfsfliche F, von s unabhin-
gig, die Ableitungen der Verinderlichen x' nach s erhalten wir
aber aus den Gleichungen (6) und finden so:

dx! .

b ® 4 yxT -jox3

ds ! ’

dx?

Z{s = ———7;)61 * ——1X3 '
3

%% = —ox' frx? * .

Die abgeleitete IFliche ist dann definiert durch die folgen-
de Gleichung:

prixt (— 1 4 px® £ ox®) 4 pa X' (—ypxt—ax3) + (paix’ — 1)
X (—ox! + wx®) =0,
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Die linearen Glieder der letzten Gleichung sind bis auf das
Vorzeichen:

Py —0) X' + (p1g + 7) X2+ pypx3 .

Die gesuchte Schnittkurve geht also durch den Punkt v
und besitzt dort die Tangente x*=0 und:

(Pr1—0) x! + (p;p + 7) x* = 0.

Es ist daher nach (6) fiir die Punkte der erwihnten Tan-
gente :

o—1)=0, @0—0)[(py;— &+ (pa+1n=0.

Die angegebene geometrische Konstruktion ordnet also
der urspriinglichen Richtung é die neue Richtung & zu:

ot (PratD)é+(o—pudy
(M &= :
V(pra+ 7+ (0— Pyt )?

Setzen wir &8’ =cos @y, n&'=sin ¢,, so folgt aus (7);

Pzt
V(pjz + 7)* + (¢ — pu)’

COS @, =

®

0—Py

Vipss + 7) + (o — P11)? '

sin @y =

Die Zuordnung von & zu ¢ hiingt also nur von py; und py,
ab und ist insbesondere unabhiingig von, py;, pss und p,,.

Wir wiederholen kurz die geometrische Erzeugungsweise
dieser Zuordnung :

Man legt cine Hilfsfliche F, bestimmter Grisse und Form
derart tangential an die gegebene Fliiche, so dass cin auf Fy fest-
gewdihlter Punkt Q mit dem Punkte P der grgebenen Fliiche wund
eine auf Fy in Q festgewillte Tangentenrichtung mit der Fort-
schreitungsrichtung & zusammenfollen. Die zugeordnete Richtung &
wst dann die Tangentenrichtung der auf F, gelegenen Charakte-
ristek jener Hiillrliche, die entsteht, wenn man die starrgedachte
Hilfsfliiche F, in der Richtung & fortwegl.
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Fiir die Richtung & wollen wir nun die komplexe Kriim-
mung 2’ berechnen und ihren Zuzammenhang mit z aufdecken.
Aus (4) folgt sofort:

- 2{ Pa 2/ Py
z’—Hzlfje'((Mp‘):(Z——H)e Fo
Setzen wir:

i el Po

e2i ¥o = _
e 7

)

so folgt weiter:

b sy —le—=pu) +i(P1a-7) _
F—H == =, Y i (pe )

(e (Pu‘f*l‘l’tz)—z_
=(E—h) Z2—(py — LP12)

Mit Hilfe von (5) eliminieren wir aus dem Zihler z und
finden nach leichter Umformung:

9 - « Z-I—[K—H((z—%—;_)]’
Z—a
WO
«=py + ipye

bedeutet. Man bestitigt leicht, dass die lineaire Substituticn (9)
den Kreis () in sich iiberfiihrt, wie es ja sein muss.
Ist die Determinante von (9):

— lea—H(a+4a) 4 K]

gleich Null, so ist die Substitution (9) ausgeartet, indem je-
dem z dieselbe Kriimmung 2'= e entspricht. Dies ergibt fol-
gende in meiner schon zitierten Arbeit nur fiir Hauptkriimmungs-
richtungen angegebene Eigenschaft ¢):

Bewegen wir in beliebiger Richtung eine tangential an die
Fliiche gelegte Hilfsf'liiche F,, fiir welche der Wert von « = pyy -+
-Lip. (B) geniigt, so besitzen die Charalkteristiken der entstehen-
den Riillflichen, dic auf den enlsprechenden wrspriinglichen F,

4 A a. 0.8, 49,
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liegen, im Punkte P dieselbe Tangenie, ndmlich jene Tangenten-
richtung von P, die zur Kriimmung 2’ — « gehiort.

Die Substitution (9) ldsst sich noch verallgemeinern, wenn
wir die Koeffizienten p,, und p;» der Hilisfliche F, von der
Fortschreitungsrichtung & abhiingig machen, wenn wir beispiels-
weise voraussetzen, dass die Grisse e folgendermassen von der
komplexen Kriimmung z abhiingt:

(10) e=m(z—H)+n.

Der involutorische Fall

Wir beniitzen die letzte Verallgemeinerungsmdoglichkeit,
um noch alle involutoricshen Zuordnungen von & und & aufzu-
stellen. Um dies explizit auszufiihren, fithren wir ein neues Ko-
ordinatensystem y' und y? ein, dessen Achsen in die Haupt-
kriimmungsrichtungen der gegebenen Fliache fallen. Da die
Richtung & mit der ersten Hauptkriimmungsrichtung den Win-
kel ¢ bildet, so ist der Zusammenhang der alten Koordinaten
x* mit den neuen p' offenbar folgender:

yl=x'cosp—x*sing,
(11) ¥ = x'sing + x*cosg,
y3= x3‘

Zu der obigen geometrischen Konstruktion bedienen wir
uns jetzt der durch die Gleichung:

(12) Y —guy'y-=0

gegebenen Hilfsfliche F,. Wir bewegen die nach (12) in der
Grosse und Form bestimmte und zur gegebenen Fliche tangen-
tinl gelegene Hilfsfliche F, in der Richtung & und bestimmen
in oben angegebener Weise die zugeordnete Richtung &'.

Setzen wir (11) in (12) ein, so erhalten wir nach kleinen
Umformungen :
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1 .
Pn = "j (911 + @20) + 5} (911 — g23) €0S 29 4 42 8in 290,

1 .
Pig = -3 (g1; — g22)sin 2 -+ g5 c08 29
und somit:
. z— 1
“:pn%‘ipi:’:‘t‘ (q“ qzz+£§§2>+§‘(‘7n+4’zz)-

Setzen wir den letzten Ausdruck fir «, der offenbar dic
GGestalt (10) besitzt, in die Substitution (9), so bekommen wir
folgende involutorische Substitution :

(13) Z,:az+b,
cz—a

WO

) (qn + G22)— ! 7 (q” 3 G i%z)’

b=K ~ Higutgu) +17 (157 %=+zq,,)+

‘Li b -
+WV3%_%¢

€= 1 ‘711‘]q2*+ ]qu"

bedeuten. Die Substitution (13) bekommt eine iibersichtlichere
Gestalt, wenn wir sie in der Form:

(z—— H)Y—Ju
14 e He e
() u{z—H)—1
schreiben, wo:
_du—G»_ ;%
2V7 V7

(15) u=

1
g(fhx + g —H
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ist. Die Doppelpunkte der Substitution (14) liegen auf dem
Kreise (5):

[\ —Juu 1 Juw
I S TN Gl S T
u u
I i e
zz_H:,l__h_:_JE,’f) 22__,_1:}[_{—115_!_11111,
u

Die den komplexen Kriimmungen z, und 2z, culsprechen-
den Richtungen sind Doppelrichtungen der Zuordnung.

Die Tangenten in obigen Punkten des Kreises (5) sind
von der Form:

G—H)(zi—H)+(z=H)(zi—H)=2J =12
und besitzen die gemeinsame Losung:
20— H = Ju,
womit die geometrische Deutung der Grosse u# gefunden ist:
Der Parameter u der Substitution (14) st u = % (zo——h’),

wo 2, den Pol der Imvolution (14) bedeutet.

Aus (14) und (15) ersehen wir eine bemerkenswerte Eigen-
schaft der Substitution (18): ihre Substitutionskoeffizienten
hiingen nicht direkt von den Koeffizienten ¢q,,, .2, g1 der Hilfs-
fliche F, ab, sondern diese befinden sich nur in dem Ausdruck
fiir die Parametergrosse u. Die Koeffizienten ¢y, ¢1s, ¢.» hin-
gen aber in einfacher Weise von den Kriimmungen der Hilfs-
fliche F, im Punkte Q ab. Es ist:

4 1 ’ a ' 7 '
H =?(‘111+412); K'=qy ¢2s—q:°, J =H?*—K'.

Bezeichnen wir noch mit 6 den Winkel der ersten Haupt-
kriitmmungsrichtungen der gegebenen Fliache und der Hilfsfliche
F,, so ist:

2412

1220 = .
& qy1—q2s

Umgekehrt ist also:



Eine Anwendung der linearen Substitution einer komplexen 169

@b g =TT cos20, gy =]7 sin 20.
und somit:
(16) , _ (HH —K)— ] e¥®

o H—H

Wir wollen noch den Fall: }T(q,l+q92)mH= 0 erledi~

gen, d. h. wenn die mittleren Kriimmungen der gegebenen
Flache und der Hilfsfliche iibereinstimmen. In diesem Falle ist
aber:
- , o Jje
(1() ' —H= }j y
wo ! B _
. 1/]: oo __ 1/_/
18 P=
( L) VJ___ VJ” e_gge

ist. Die den Doppelpunkten von (17):

2, —H=t]7, z,—H=—t|J

entsprechenden Doppelrichtungen sind orthogonal, was ohne
weiteres aus (4) folgt.

Setzen wir £ =¢'®, so bekommt die Gleichung (18) die
einfachere Gestahlt :

(19) VJeosw —)J cos (@ — 20) = 0.

Verlangen wir noch, dass die Gaussschen Kriimmungen
der gegebenen Fliache und der Hilfsfliche ebenfalls gleich sind,
ist also K= K und folglich J" =J, so wird: w=0. Die Dop-
pelrichtungen sind dann die Symmetralen zwischen den beiden
ersten bzw. zweiten Hauptkriimmungsrichtungen der beiden
Flachen.

Die Gleichungen (16) und (19) zeigen endlich, dass die
Kriimmungsgrissen H K’ und 6 im Punkte Q der Hilfsfliiche F,
auf cinfach unendlich viele Weisen so gewihlt werden kinnen, dass
die erhaltene Zuordnung & & einer gegebenen Substitution (14)
bezw, (17) entsprichi.
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Nehmen wir beispielsweise z, = wobei die Doppelrich-

T_[’
tungen mit den Asymptotenrichtungen zusammenfallen und zwei
zugeordnete Richtungen & und & die Dupinschen konjugierten

Tangentenrichtungen sind, so folgen aus (16) die Gleichungen:
0=0, H'V/J— H)J=0 besw. H* K—H*K’=0

als notwendige und hinreichende Bedingungen der betrachte-
ten Zuordnung.



