Ensembles linéaires et une classe de tableaux ramifiés
(tableaux ramifiés de M, Aronszajn)

Par

GEORGES KUREPA

Introduction

L.e présent travail traitera des problemes d’existence d’une
certaine classe de tableaux ramifiés'), appelés tableaux rami-
fiés de M. Aronszaju.

Rappelons quelques définitions et notations dont nous nous
servirons constamment?).

1. Soient E un ensemble partiellement ordonné par rap-
port & une relation binaire < et @ un point de £; nous dé-
signerons respectivement par

) (L@, ¢,ale, (a,)e, la,
I’ensemble de tous les points x¢E tels que respectivement
(1 x<a, x<Za, a<x, a<lx
et poserons
(2) lale=C(, @+ [a, ).
1) Pour la terminologie, voir Georges Kurepa, Ensembles or-

donnés et ramifies (Thése, Paris, 1935 ou Publ. Math, Univ. Belgrade, 1V,
1935, pp. 1—188): dans ce qui suit, ce Mémoire sera désigné par These,



130 Georges Kurepa

Autrement dit, [@]z est Pensemble de tous les points de E com-
parables 3 a?).

2, Tableaux ramifiés. Un ensemble E partiellement ordonné
par < est un tableau ramifié par rapport a < si, quel que soit
le point @ de E, Densemble (-,a] est un sous-ensemble bien
ordonné de E. En particulier, une famille d’ensembles, %, sera
dite un tableaw ramifié décroissant (croissant) d’ensembles?) si, quel
que soit 'ensemble A appartenant a &, la famille (-, A] = des

XeF tels que XD A (AL X) est bien ordonnée par rapport a la
relation d’inclusion 3 (C).
Dans ce qui suit, nous désignerons par

(3) T

un tableau ramifié par rapport 4 une relation binaire quelcon-
que <. Nous poserons

4) yT=Sup tF%, (Sup=borne supérieure),

F parcourant tous les sous-ensembles bien ordonnés de T; le
nombre ordinal y7T s’appelle le rang de T (v. Thése, p. 74).
Pour un ordinal quelconque a<yT,

(%) R.T
désignera I’ensemble de tous les points ¢ de T tels que
t(' ,a)T=(14) ;-

en particulier, RyT sera Pensemble de tous les premiers points
de E.

I’ensemble R.T s’appelle la rangée a de T; en particulier,
R,T s’appelle encore la premiére rangée de T (cf. These, pp.
72 --74).

Manifestement,

2y Deux points a,b de E sont comparables si a<b ou 8<a ou a=b;
autrement, a,b sont ¢ncomparables.

8) Dans Thése mnous n'avons considéré que des tableaux ramifiés
décroissants d'ensembles.

4} IX=type d'ordre de X.
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(6) si a <yT alors R, T+0
() SR.T=T, («a<yT).

3. Tableauz ramifies de M. Aronszajn. Unlableau ra-
mifié T sera dit un tableaw ramifié de M. Aronszajn sl
vérifie ees quatre conditions:

a) yT=9Q;

b) Tout sous-ensemble bien ordonné de 7 est au plus dé-
nombrable ;

e) Chaque rangée de T est au plus dénombrable: pR,T%)<
< N0 ’ (a < 7T):

d) Quels que soient le point @ de T et 'ordinal a <yT,
la rangée R.T contient un point comparable a4 a; symboligue-
ment, [alr RTF0, (aeT,a<yT).

C’est I’étude du probleme de Souslin qui nous a amené a
des tableaux ramifiés de M. Aronszajn dont lexistence fut éta-
blie par M. Aronszajn®).

4, Position du probléme. Comme nous venons de le dire ci-
dessus, nous nous oceuperons dans ce qui suit de 'existence
des tableaux ramifiés de M. Aronszajn. En particulier, nous ex-
poserons au chapitre I la profonde démonstration, due a M.
Aronszajn, de la proposition suivante:

10 Il existe une famille d’ensembles linéaires fermés
For, (k<ow,a<Q)

satisfaisant aux conditions 1, II, III que voici:

L. Pour tour e < Q et tout ¥<i<w, on a F,n+ Foaui=0;

II. Pour tout a<la'<< Q, tout F..;est contenu dans un Fa
sans coineider avee celui-ci;

III. Pour tout a<a’'<CQ et tout &, il existe un F..; tel que
Fu1C For (Végalité exclue!).

1

5} pX == puissance de X.

6) Voir ma Thése, p. 96. Remarquons que tout 1" vérifiant b), ¢) con-
tient un tableau ramifié de M. Aronszajn (cf. Thése. p, 106); notons qu'un
T de M. Aronszajn tel que, pour tout e=T, il y ait une infinité de points
z e T verifiant (.,a)p=(., @)y, (cf. (1)), fut appelé par nous une suite rami-
fiée distinquée de rang Q (cf. Thése, p.99).
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Bref, il existe un tableauw ramifié décrvissant de M. Aronszajn
composé d’ensembles lindaircs fermés.

Depuis un moment, je fus hanté par le probléme de I'exi-
stence d’un tableau ramifié de M. Aronszajn d’cnsembles liné-
aires fermés, et, quelques jours avant de partir de Varsovie (vers
la fin du mois d’avril 1937), j’avais eru avoir résolu la questi-
on par laffirmative et avais composé la-dessus un article et
transmis 4 la Rédaction des Fundamenta Mathematicae. Une di-
zaine de jours apres, javais découvert une faute dans ma dé-
monstration, faute qui se trouve aussi dans ma These (pages
96 et 97 ou par une fausse application du th. 6, p.89, javais
obtenu la proposition fausse constituant la remarque 2, p. 97,
loc. eit.).

N’ayant pas pu rétablir la démonstration de la proposition
1° ci-dessus, je me suis adressé & M. Aronszajn; M. Aron-
szajn y a réussi, ct, fait curieux, deux jours aprés qu’il avait
bien voulu m’exposer sa belle démonstration, j'ai appris, lors
d’une conversation avec M. Denjoy, que, de sa part, l'illustre
géometre, en s’oceupant du probleme de Souslin, avait été, dés
e printemps 1936, en possession de la qroposition 1°.

5. Transformations et fonctions eroissantes”). Dans le chap.
II, en nous servant d’un raisonnement constituant le développe-
ment du raisonnement des pages 96, 97 de Th &se, nous éta-
blirons quelques liens inattendus entre des ensembles linéaires
non dénombrables, d’'une part, et des tableaux ramifiés de M.
Aronszajn, d’autre part.

Pour nous mieux expliquer, posons une définition):

E; étant un ensemble partiellement ordonné par oi, (i=
=1, 2), nous dirons qu'il existe une transformation croissante de
E;, en E, si 'on peut faire correspondre & tout point a Jde E,»
un point bien déterminé f(a) de E, de manieére que, quels que;
soient les points x, y de E, la relation x g,y entraine f(x) g, /(¥)
dans le cas ou Ej, est un ensemble linéaire, nous dirons que j(a)
(ae k), est une fonction véelle croissante dans E; .

6. Ceci étant, voiei ce qu'on peut établir:

7y Voir Georges Nurepa, Transformations monolones des cnsem-
lles purticllement ordonnés C.R., 20, 1937.
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29 Quel que soit Uensemble linéaire partout dense M de puis-
sance =N, il y a un tableaw ramifié de M. Aronszajn, T, et une
fonction réelle uniforme croissante dans T, soit f(a), (aeT), tels
que f(T)=M?); dans le cas ot M est non dénombrable, la fonction
J peut étre supposée univalente (ef. n° 29, théoréme 3is),

3% Quel que soit l'ensemble linéaire non dénombrable M, il y
a un tableaw ramifié de M. Aronszajn, T, et une fonction réelle
hiunivoque croissante dans M, soit f, tels que f(T)C M?).

Par conséquent, en détruisant partiellement, dans Pensem-
ble linéaire (M) Pordre de celui-ci, on peut arriver & un ta-
bleau ramifié¢ semblable a 7: pour cela, il suffit de déclarer in-
comparables tout couple de points x,y de f (M) dés que le sont
les points f1(x)%),/ ' (y) de T.

7. Remarquons que, quel que soit le tableau- ramifié de
M. Aronszajn, T, il y a une transformation biunivoque erois-
sante f, de T dans 'ensemble ordonné

des nombres ordinaux < Q ; pour s’en rendre compte, nous
n’avons gu’a énumérer chaque rangée R, T de T

RT:---ay,a;, -, a -, <o, a,Fd, m<nw)
et poser
Ja)=wo+n, (n<o, a<<Q).

Autrement dit, quel que soit le tableau ram. de M, Aronszajn
iy a un désordonnement” particl de Uensemble (-, Q) tel quwon
obtienne un ensemble particllement ordonné, semblable & T et donc
identique 4 T au point de vue d’ordre.

8. Or, ce qui est dilficile ¢’est d’examiner la naturc des
désordonnements partiels variés de (-, Q) pour obtenir tous les
tableaux ram. de M. Aronszajn.

8) £(T)=Tlensemble des f{(a), (@ 1).
9 Pour un wef(T), f~L{x)p désigne I'ensemble des as1 tels que

flay=x.
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Dans le chap. II nous indiquerons un proeédé dun désor-
donnement partiel de (-, Q), (cf. n° 26, proposition IQ), procédé
qui nous fournira les propositions 2%, 8% ci-dessus; il est remar-
quable que chacun des tableaux ramifiés de M. Aronszajn que
nous obtenons par ce procédé-li contient un sous-ensemble non
dénombrable de points deux a deux incomparables'®), propriété
trés préeicuse, étant donné que la condition néeessaive ¢t suffi-
sante pour que la réponse au probléme de Souslin soit affirmative
cest que toul tableaw ramifid de M, Aronszajn contient un sous-cn-
seinble non dénombrable de points deux i dewx incomparables?).

En terminant, ajoutons que le présent travail est une par-
tie d'un Mémoire que M" St. Braun a examiné de plus
prés; je tiens a la remercier bien vivement de toutes les re-
marques (u’elle a bien voulu me fairec & ce propos.

I. Tableaux ramifiés d’ensembles fe més linéaires

0. Généralités. D’aprés un théoréme bien connu de Baire,
toute suite décroissante (croissante) d’ensembles fermés (ouverts)
extraits d’'un espace distanciable séparable quelconque est au
plus dénombrable!?); d’autve part, un théoréme, di a M. Haus-
dorff, dit que toute suite croissante (décroissante) d’ensembles
fermés (ouverts) d’un espace distanciable séparable est au plus
dénombrable.

On en déduit que, quel que soit le tableau ramifié décrois-
sant(croissant), &, d’ensembles linéaires fermés on ouverts*®), on a

®) rE<LQ ™).
En ce qui eoncerne le cas des ensembles ouverts, on a le

Théoreme 1. Tout tableaw ramifié décroissant (croissant ), g
d’ensembles owverts appartenant i un espace métrique séparable quel-
conque st au plus dénombrable?),

10) Cf. loc. ¢it.7), théoreme 1,

1) Cf. These pp. 108, 124 ot 132 (I'équivalence P,7 P.)

13 Voir Maurice Fréchet, Espaces abstrails, Paris, 1998, p. 234.

13} Pour la terminologie et les notations, voir I'Introduction, no 2,

14 Le théoréme subsiste encore pour tout espace (V) de M, Fréchet
définissable moyennant une famille au plus dénombrable de voisinages {voiri2)).
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(24) dfay, r F)—2n<d(ay,r+2y, Fy) .
Dés lors, a, parcourant F,, on obtient (21). C.q.f.d.

14, Lemme 4. Dans tout ensemble parfait linéaire borné
nulle part dense, F, il y a une suite de sous-ensembles parfaits
F()7F17"'7Fn,"':(n<w) tels que

dist (F, Fn)>0 avec n>x et que F; Fr==0

pour tout i<k<w.

F étant homéomoxphe de Iensemble triadique C de Can-

tor formés des nomblesz ir=0,1), il suffira de montrer

3" > |
le lemme 4 pour F=C. Or, en désignant par C, Vensemble de
tous les nombres réels x tels que

27L

. @ .
2y 9 20y
el

k=182 (4/. —1) =1 g2 (4% 4+ 1)

on prouve que les ensembles C,, Cy,--- sont: parfaits, deux &
deux disjoints et que dist (C, C.)+0 avec n-»w.

N

15, Passons 4 la construction des ensembles F,: dont on
parle dans le théordme 2. Pour commencer, soient Fop, (k<w),
les ensembles parfaits C, appartenant a 'ensemble C de Can-
tor que nous venons de considérer; d’une maniére générale,
soit 0<<f< Q et supposons que, pour tout a<lg, l'on ait con-
struit des ensembles parfaits Fop, (k<<w) et que la famille des
Foy, (a<B, k<w) vérifie les conditions Iz, Ilz, IIIz qu’on déduit
des conditions I, II, Il en y remplagant partout Q par 8; sup-
posons de plus que la condition suivante soit vérifiée:

III};,"*'. Quels que soient a<la’< B, il existe pour tout Fo,
et tout dice n-Zew, un F.JCF. tel que
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c : 1 16
(25) dist (Fu, Fu) < =29 .

Construisons la famille #4 des Fg.

Si B est de premieére espéce, désignons, pour tout k<w,
par {Fs—_1,:} une certaine suite dénombrable de sous-ensembles
parfaits de Fy—1,r, deux & deux disjoints et tels que

(26) dist (Fp_1,1, F)=0, F parcourant {Fy_i 1} ;
alors, s désignera la famille des ¢léments des {Fp—1, 1}, k par-

courant les indices <w.
Si B est de seconde espéce, soit

(27) 0=y fy <+ fn

une suite d’indices croissants </f tendant vers /. Prenons un
a< f queleonque et soit

(28) fia=api.
Pour un F.i quelconque et tout n<<w, construisons la suite

(29) Fop I Fg; 0 D F/))H—l» i1 -

de maniére que, en posant:

(30) O (r)=0(r, Fg; 1), (j2>1)
(31) Qi*’1:diSt (qu.k » Fﬂ, Ii)
(3—‘)) Qi:diSt' (Fﬁ’j. s F/)’j 10 I'1)’ (]:> l);

Pon ait ;

1 i
(383) gj_gg d; (“) pour tout j >1,



Ensembles lingaires et une classe de tableaux ramifics 141
34 <L
(84) Qi1 > ol

(35) 1 <o,

En variant indépendamment a,k,n, on désignera pat #
la famille des ensembles

(36) F=ITFy 0, (i < j< ).

Il est essentiel de prouver que F' est parfait: F étant non vide,
borné et fermé, prouvons qu’il est dense en soit. Pour cela, il
suffira, d’aprés le lemme 1, de prouver que

(37) d(r, F) > 0 pour tout r réel > 0.
Or, en posant

(38)  rj=—=dist(F, Fg,1;), on aura

jo.s} m\ o2} 1 ]
B n<Yen=o(l+X <o X gr=2y

m==j m>j m=0

D’autre part, & la suite du lemme 3,

1 ~ 1 ¢
(3(7‘ + 2r;, F)(/e:(5j(‘)7)—2rj,

7
._)J ~

ce qui, en vertu de (39) et (83), entraine

1 1 1 1
(5(—2—] +2rj, F)> (Sj(éy‘)—élg]’}?éj (?”)> 0

¢est-a-dire
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(40) a(-} 42, F) <o.

~

1 , : . .
Or, o +2r;» 0 avee j > % si alors

P

1

Ys

— 3 2r,<r, la fonetion o(r,F) élant non décroissante

o

par rapport & r, on a, d’aprés (40),

8(r F) >0 C.q.f.d.

16. Prouvons encore que les conditions Igi1, Hpp1, gy,
III};Z‘:! sont vérifiées. Tout d’abord &, étant dénombrable, ses
éléments peuvent toujours étre rangés de maniére qu’on ob-
tienne une suite de type o d’ensembles deux & deux distincts
et done disjoints. Vérifions la Condition IIII];',;S_1 ; pour cela, no-
tons que

(41) dist (F, Fo ) <3 o5=0i ( 43 _Qﬂ) ,

j=i—1 =1 @

d’autre part, en vertu de (35)
(42) 9 =Ll h=icw)
Q-1 27

Dés lors, enfin,

('.1:8) diSt (F: Fu, l;) = Tén
Lia condition Hl;’,ﬁl étant facile a vérifier pour un g de

premiére espéce, la construction de Fjg » est possible pour tout

B<CQ, ce qui constitue la démonstration du théoréme 2.

17. En posant
(44) Ea == Z Fa, ky (k<w)7
k
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E,DE,D...0E.D..., (a<Q) et
(45) EyDEyJEn.27...0EwD..., [a < w).

Les E, ., (¢« <Q), constituant une suite transfinie décroissante
d’ensembles linéaires F,, nous obtenons ainsi un théoréme de
M M. Zalewasser—=Sierpinski 7).

De plus, manifestement

(46) IIE, , =0, («< Q)

d’ot 'on déduit un théoréme de M. Hausdorff d’aprés lequel
tout espace distanciable séparable complet non dénombrable est
la somme d’une suite croissante de type Q de ses ensem-
bles G, 18).

I Ensembles linéaires et tableaux ramifiés de M. Aron-
szajn. L’ensemble o

18, L’ensemble o. Nous désignerons par o (ou o,) la fa-
mille de tous les sous-ensembles bien ordonnés bornés non vi-
des de 'ensemble ordonné des nombres rationnels. ¢ étant un
élément de o, soit a le type d’ordre de I'ensemble bien ordonné
e, il est bien connu que a << Q et que les points de e peuvent
étre rangés comme il suit:

Aoy Ays . ooy iy o vy (§<a)

et cela de fagon que, pour tout «<»< a, a,<<a,. Dans ces
conditions e sera désigné par

17) Voir. Z. Zalcwasser, Fund. Math 11, p. 45 ¢t W. Sierpin
ski, C. R. Soc, Sci, de Varsovie, 1933, pp 85—89; aussi, W. Sierpinski
Mathematica, XII, 1936, pp. 116—118,

18) Voir F, Hausdor{f, Fund. Math. 26, 1936, pp. 241—255; en
particulier le théoréme 1.
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(47) (ao,a],-¢.’ag,...)§<a.

Si alors ¢/, (i —: 1,2}, sont deux ¢léments de o, et si

e = (0@, ) oy (=12,
le signe
(48) e' - e? ¢quivaudra & ce que a! <d® et
1 2 . . - :
a.-=d_ pour tout & <a'; on conviendra que e?.Z-¢' veut dire
et <. e*

On vérifie sans peine que <7+ est une relation d’ordre;
dans se qui suit, nous supposcrons que o st particllement ordonié
par rapport i <-; ¢est ainsi que nous parlerons de Pensemble
partielleinent ordonné o et de ses points (47).

On voit que tout sous-ensemble ordonné de o est bien
ordonué et quaucun point de ¢ n’est précédé de deux points
incomparables de o; on a done le

Lemme b. o est un tableaw ramifi'®) dont lout sous-ensem-
ble- ordonné est au plus dénombrable; yo == Q (voir (4) et lc
lemme 7).

19. Voici encore une notion utile. Soient T un tableau
ramifié et ' un sous-ensemble ordonné non vide de T; la borne
supcéricure de F relativement & T, symboliquement

(49) SupF, (rel. T),

sera: le dernier point de F §'il y en a un, et la premiere rangée
(voir (3)) de Vensemble des points de T dont chacun sueccéde
a tout point de F, si /' n’a pas un dernier point.

On voit que

(49’) RU ( 7 [a , )1}‘—" Sllp ]‘1, (l'Cl. T)‘lO) )

gl

1%} Pour la terminologie, voir Introduction (aussi Th ¢ se pp. 73, 126},
W) Voir (1) et (5).
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Dans le cas de I'ensemble o, on voit que pour tout FCo
ordonné non vide, ensemble Sup F, (rel.o), est composé d'un
élément au plus, & savoir de ’ensemble bien ordonné des nom-
bres rationnels constituant les éléments de F (dans le cas, bien
entendu, ol celui-ci est borné dans o2').

20. Function f(e), (eco). Soit, pour tout élément e =
=(@y, Ay,**+,ds* *)sca de o

(50) f(e)=Supas;

Jf(e) sera un nombre réel bien déterminé. D’une manidre géné-
rale, soit, pour tout sous-ensemble non vide E de o,

1) f(E) I'ensemble des f(e}, (ecE).
I.emme 6. Pour tout couple d’éléments a, b de o
»2 la relation a<-b entraine f(a) < f(b),

Uégalité f(ay=f(b) ne se produisant que dans le cas ol Uensemble
b—a est composé du nombre Sup x.
reda
Par conséquent, la fonction f est: non décroissante dans o
et croissante dans chacun des ensembles Z Ryi1 0, £ R, 0, (< Q)
1 08

{voir Vlntroduection, n® 3).

Lemme 7.Quels quesoient ec o, f<Q, Uensemble f (R (e, +),)
est partout dense sur Unfervalle (f(e),+) des nombres réels >f(e)
(voir (1), (B) et (51)).

Tout d’abord, si e = (ay, ay,..,as,- )sca, Ry(e,+), coincide
avec Uensemble des éléments de o de la forme (ao, .., a:, .. Necy,

21, Un sous-ensemble non vide F' d'un ensemble partiellement ordonné

E est borné dans E §'il y a deux points «,b de E tels que tout point de ¥
80it enire los points a, b.

10
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r parcourant les nombres rationnels > f(¢) ou > f(e), suivant
que a est de premiére ou de seconde espéce; puisque

J(@gy...a:. ., )icy) =1,

le lemme 7 est évident dans le eas ou f==0.

Supposons que 0 < B <CQ et quon ait montré que, quels
que soients eeo, & < B, Pensemble f(R:(e,-), soit partout dense
sur (f(e),-); prouvons que la propriété subsiste pour &=4. Si
B est de premieére espéce, I'ensemble f( Rs—1(e, ). ) esi, par hy-
pothése, partout dense sur (f{e),-); de méme, pour tout
beRs1(e,*)ss F(R,(b,-)s) est partout dense sur (f(b),-); dés
lors, Pensemble

;f{i% (b’ ')0) Ef( Z Ro (br )0) ;f(Rﬂ(e; ')0)7 (b £ Rﬁ'—i (e, ')0)1

est partout dense sur (f(e),:).

Si f est de seconde espéce, soit fo<<f, <-* fal++ une
suite d’indices <p tendant vers 8; soient, alors, x un nombre
réel queleconque >f(e) et xo, X;,+*, X, -+ une suite de nom-
bres réels croissants tels que f(e) < x, et Sup ¥, = x; en dé-

<w

signant par e® un élément quelconque de R,go(e,-),, tel que
e<-e® et fe) << f(e® < xo, soit, pour tout entier n >0, e*

un élément de Ry, (e,), tel que e <-e" et xna < f(€") < *n.
En posant

e (x) = Sup e, (rel o), (voir (49)),
now

e (x) est un élément bien déterminé de R; (e,*), tel que x=f(e(x)).
On en conclut que, dans ce cas, (/ (e).-)=F (Rsle,")s)-

Le lemme 7 entraine ces deux corollaires:

Corollaire 1. Pour fout eco, y [e]lo=yo = Q (voir(2),
(4) et le lemme 5).

Corollaire 2. Pour tout a <Q, f(R,0) est partout

dense et cotncide, pour tout a>0 de seconde espéce, avee U'ensemble
des nombres réels,
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21, Fonctions g (a), (a < Q) et Théoréme dexistence. Soit

(53) g (@), (a< Q)

une fonction réelle uniforme définie dans ’ensemble (-, Q) des
nombres ordinaux <{Q; nous supposerons que la fonction g
vérifie ces deux conditions :

A) La fonction g est univalente dans chacun des en-
sembles

[W? B, w®(B+1)), (BLQ)?);
B) Pour tout 8 < Q, 'ensemble
(54) Gy des nombres réels g (a), a vérifiant wg < a < g (8+1),

est partout dense (sur I'ensemble des nombres réels).
On en déduit que chacun des ensembles Gg est semblable
a I'ensemble ordonné des nombres rationnels et que

B4 G,g G/;+n=0, (< Q, n<w).

Ceci étant, nous sommes 4 méme d’établir le

Théoréme d’existence de tableaux ramifics de M, Aronszajn.

2(a), (a << Q), étant une fouction de Vespéce que nous venons
de considérer, il existe dans Uensemble (-, Q) des nombres ordinauz
< Q wune fonction biunivoque & valeurs appartennant & o ;

@ (a), ¢ (@) & 0, (a{Q)
telle que

() f(@()=g(a), (<Q)

22) Notons que [w?B, o2 (3-+1)) désigne 'ensemble des nombres ordi-
naux £ vérifiant 028 <& << 2{3-+1).

Quant & U'arithmétique des nombres ordinaux, voir W. Sierpinski,
Nombres transfinis, Paris, 1928: chap, X.
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et que, pour aucun couple a<f<Q, on wWait @ () <@ (a) et
que, enfin, Pensemble @ (+,Q)) des ¢ (@), (a<CQ), soit un tablean
ramifié de M. Aronszajn extrait de o (voir PlIntroduction, n° 3,
(48), (50)).
Puisque (-, Q) =3} [w?8, ©*(B+1)), (< Q),la fonction ¢
A

gera déterminée lorsque nous l'aurons définie dans chacun des
ensembles
(554) [w2B, w2 (B+1)).
22, Pour commencer, soit, pour tout « tel que
(55,) aew?. 0, wi 1) cest-a-dire a <w?

@ (a) un certain élément de o tel que

(560) ¢ (@ eRuo, flp(e) =g (@)

D’aprés le corollaire 2, un élément pareil existe pour tout e.
Prouvons que si ¢, <o, << w? alors ¢ (¢,) F ¢ (a,). En effet, si
Yon avait ¢ (@) = ¢ (a,), on aurait, la fonction f, (voir (50)),
étant uniforme, flgp(a,)) = f (¢ («,)), ce qui, vu (56,), entrainerait
g (@) = g (a,), contrairement & Dunivalence de g dans [0, w?)
(cf. la condition A), n® 21).

En désignant par S, 'ensemble des ¢(a), («e[w?® 0, w2 1))

(GYPY) So =@ ([0, ®?)),
la fonction f est univalente dans S, et, d’aprés (E),
(58,) F(So) =3 G, (1< w) (voir (54)).

Prouvons que f(e,) F f(e,) pour tout couple d’éléments distincts
ey, e, de So. En effet, en désignant par ¢ un nombre ordinal
< w® tel que @(w)=e; (i=12), nous venons de voir que
e, + «, et donc aussi g (a) + g («) et finalement f(e,) & /(e

23. Prolongeons la fonctions ¢ (), (¢ <o?), en la définis
sant encore dans l'ensemble

(55,) [0 1, o2 2).
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Pour ceci, soit
= 0 0 0 .0 0
h9%) e, e ,..,6,.., < ow;e Fe ,mfFn),

la suite de tous les éléments de S,.
Considérons eg et désignons, pour tout « tel que

(55)) ae[w?, 0+ ), g(0) > (e),

par ¢ («) un certain élément de o tel que

(56%) p(@) e Ru(€) . )os [y 1) =g ()

soit

(GO?) Eg Veusemble des ¢ (@), « vérifiant (552), alors
61D EgC R, (), )n S(EQ) = (F(e9),*)a, -

La fonction ¢ (@), « vérifiant (550) ou (5;5(1)), est univalente
de méme, la fonction f(e) est univalente dans SG—:'-E(?.

Considérons, dans (59,). 1'élément e;) et désignons pour
tout o

(5;)1 aelw? it w-2),f (e?) < g (u), g (a) non 8}(5:) ,
par @ («) un certain élément de o tel que
(56;) pla)eRo (el ), o/ (@ (@)=g(c).

On vérifie que ¢ est univalente dans Pensemble des «
dont chacun vérifie une des conditions (55,), (55;)), (55)). En

désignant par
(60;) Ef 'ensemble des ¢ (), « vérifiant (551), on a
(61, HEY=( (e e, —1 (ED -

D’une fagon générale, nous désignerons, pour tout entier
n>1 et tout a tel que
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(557) oot ot o (141)), fle) < g(@)
g(d) non e (j (Eg) "i' e +f(E2_1)) ’

par @ («) un certain point de o tel que

(56’;) @ (C’;) & Rm (eg s ‘)o » j (99 ((7.)) =g (Oﬂ), et par
(607) EY Pensemble des @ («), « vérifiant (18%); alors
612 HED=(f(&), Ise  —XIE), (i<n,j<n).

i J

Montrons que, par le proecédé précédent, ¢ («) est définie
pour tout « &[w? w?-2). Pour le voir, il suffit de remarquer que
tout nombre de Vensemble (565,) vérific Vune des eonditions
(697, (n=0,1,---); puisque la fonction g est univalente dans
[@® w*-2), a ne vérifie quune seule des conditions (55%).

De plus, on prouve sans peine que la fonction ¢ («) est
univalente dans (-, ®?-2) (= 'ensemble des a< @?-2).

En posant

»7) S,=0p ([0? o*- 2))z2 EZ ,
on prouve facilement que
(58,) 16)=X Gosn (cf. G1), (4),

et que la fonction / est univalentie dans §;.

24. D’une fagon générale, soit # un ordinal queleconque
entre 1 et Q, et -supposons que, quel que soit Vordinal &<8,
I'on ait fait correspondre & tout ordinal « tel que 0?6 < u<w? (£-}1)
un certain élément ¢ (x) de R{ &}.5‘023) vérifiant /(g («)) =
=g («) de manitre que, en rangeant les éléments ¢ («),
(ae[w? &, o (£4+1)), dans la suite
(59:) e, e v el (n<w, e F e, mEn),

ki

et en désignant par S: l'ensemble des e, (1< w),

28) Pour un ordinal «, nous désignerons par «t le nombre a1 ou
«, suivant que a est de premiére ou de seconde espéce.
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(579 Si=q([w&, o? (E-1)),
et en posant
(57%) 5= St (£<B)

les conditions suivantes soient satisfaites:

I; La fonection ¢(«), (a<w?B), est biunivoque et telle que,
quels que soient les ordinaux &é<n<lo?®p, ¢(i) <- ¢ (¢);

s Ry sy=54 C Rigr 4 0), ¢ ([w®a, @ (a4-1))=S,,, (@ <),
s 7 [els, =7 s,=8, (eesy) (cf. (2),(4));

IV La fonction f est croissante dans s, et univalente dans
Ry s, pour tout a <B; on a 1 (Ry sﬂ)=2 Goyin, (@ <y S,

<€
Vﬁ’ Quels que soient: n<w, u<y g vérifiant a-+-1<y S

Iensemble f (R, (e:,-)sﬁ) contient Pensemble (f (e, )¢ . et
22

est donc partout dense sur l'intervalle ](eff, -) des nombres ré-
els > 1(e);

Vi Quels que soient: a<§<f et eeRys;, l'ensemble
J(R:[els /f) est partout dense sur l'intervalle (/(e), ).

Nous allons prolonger la fonetion ¢ («), (a<lw?8), en la

définissant enecore pour tout o &[w?p, w?(6-+-1)) de maniére que
les conditions ‘[[H—b IIICH‘I’ III/?+1’ IVﬁ+1, Xy;.zH_l et V;;_*_l soient

satisfaites.

25. Distinguons deux eas:

Premier cas: f est de premiére espéece et >1. Dans ce
cas, on procéde d’une maniére tout analogue que dans le cas
préeédent ot fut f=1: en considérant la suite

—1 g—1 —1 —1
(59/3_]) eé} )"'9e.ﬂ ,'--,({Z<O),€ﬁ :i:ef ’m:%:n)’

n

soit, pour tout « tel que
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(55,) @ 5[0, o?fta), 18 < gla)

0

¢(e) un certain élément de o tel que
(56°) () e R (€' )as F(r (@), =g () ;

en désignant par Ef"l I’ensemble de tous ces ¢ («), on définit,
par U'induction, pour tout entier n >> 0 et pour tout « tel que

557 @0l ot to (n+1) 1) < gla),

g () non ¢ ( Zj(E{j—l) , (0 < n),

¢ («¢) eomme un certain élément de o tel que

(56) 7(@eRo(€h0),, Hir () =g(@;

i’on désigne par Ef_l I’ensemble de tous ces ¢ («) et 'on pose
(B7,) Sy= N EL (n< w)

(B8, 1) Spp1 = Sp—1 Sy
Second cas: B est de secu.. le espece. Soient:
o <lph < <L ph< (<o)
une suite croissante d’ordinaux < g tendant vers 7, et
(625 e‘},, e}j,..,e;},. S < w, eyFep, mFn)

la suite de tous les points des S/J’ , (n < w); posons

(63/J) sﬂzz Sup F (rel 0), F parcourant tous les sous-
F
~ensembles ordonnés infinis du sous-ensemble Sﬁ”, (n < w),

du sous-ensemble Sp= ¥ S, («<7 ), de l'ensemble o (voir
¢4

(49)). Montrons que s® est un sous-ensemble bien déterminé
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non vide de R,z 0 et que, quel que soit ees; lensemble
J{(e;") ;) est partout dense dans I'intervale réel (/(e),-).
Pour cela, soient: @ un nombre réel > f(e) et a, < a, <

Lo < ap << ++, (n<<w), une suite croissante de nombres réels
- a. En définissant « par ezR,s;, soient n,r deux entiers

>0 vérifiant << 2,, f(e) < ar. En vertu de la econdition
V’lg, I’ensemble f (R/371 [e]sﬂ) est partout dense dans (f(e),:);

soient, alors, E, un certain élément de Rﬁn[e]ﬁn tel que

e<-E, a,< f(E)< ary+1, ct, pour tout entier & > o0, Ex un
certain élément de R/fH_k [Ek—llsﬁ tel que Eiq <-Ei, @<

< J (Ex) < @4i41, et finalement

e = Sup E;, (rel o).

k<o

Vu V’ﬂ’, lexistence de e est immédiate, et manifestement j(?)=a.

Prouvons encore que ee Rw/3°5 pour ceei, remarquons que
Exe R, [EM]s/j, pour tout 0 <k <<, ce qui, vu 'hypothése
n+k

Ill;, donne EksRﬁanﬂ et done, a la suite de IIﬂ, EksR“’"kG

avec (Bnir)t=0:2); alors la relation EeRwﬂo (et a fortiori la

relation SBQR(U/JO) résulte de ce que x> «f avec k-»w.
L’existence du sous-ensemble s” de R.p0 6étant établie,

reprenons la suite (6‘2ﬁ) des points eZ, (n < o), et définissons
¢ (o), pour tout e |ew?f, o*(f4-1)), comme il suit:
Pour tout « vérifiant

(55) Wp< a<atfro, fep) g (@)

0

soit ¢ («) un certain point de o tel que
0
(367) () e(eg, ) /(0 (@) =g(e) ;

en désignant par Ez I'ensemble de tous ces ¢(c), soient, pour
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tout entier n>0 et tout o« tel que

65 WHLlaoHotn+1), 1ep) < g (@)
g gla) non & (31 (Ep), (1<),

¢ () un certain point de o tel que
(567) 7(@eeys) gt g (@)=g (@),

et E;; Pensemble de tous ces ¢ (a).

Puisque tout « &[w?B, «® (8-}1)) vérifie une des relations
(55f ), (n<Cwo)— c’est ce qui résulte de ce que 'ensemble des

nombres g (a), (v?f<a<<o?)g+1)), est partout dense — et done
une seule & cause de l'univalence de g («) dans [«?8,0*(8+1)),
la fonetion ¢ est définie dans (55/3).

En posant
(57,) S;=X Ej, (n<v)

on vérifie facilement que les conditions I, Y I, 41 I, 11,
IVB—I—I’ V;J’+1’ %+1 sons satisfaites.

26. En posant
(55) S=3 S, B<Q)
B

les propositions I,—IV;, V% entrainent les propositions sui-
vantes:

IQ La fonction ¢ («), (p (&) e 0, ¢ < Q), est biunivoque et
telle que, quels que soient les nombres a<p<Q, ¢ (3) non <. ¢(a)

o ReS=8,=¢([«?¢, «*(@+1)), (¢ < Q); done ¢(S)=
= ('7 Q) 5

Il 7[els==yS= Q, (e¢S) (voir corollaire 1);
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v o La fonction f est croissante dans S et univalente dans

chaque RS, (<< Q); on a

(58 J(RS)=3 Gy, et done f(S) =3 Gy, (e<Q);
N a
VQ Pout tout ecS et pour tout « << Q Uensemble f (R, (ey)s)

est partout dense sur DPintervalle véel (f(e),-) (cf. le lemme 7).

Puisque S est un sous-ensemble de o, tous sous ensemble
ordonné de S est an plus dénombrable (ef. Lemme 5) ce qui,
vu les propositions I, Il 5, prouve que S est un tableau

ramifi¢ de M. Aronszajn extrait de ¢ (cf. n® 3)
Ainsi le Théoréme d’existence est complétement démontré.

27. Deux cas particuliers remarquables. D’aprés IVQ ,
1(8) =X Gy, (B<Q); si, alors, pour un x¢f(S).
B

(65) J1 (s

désigne Yensemble de tous les ec¢S vérifiant f(e)=wx, nous
aurons

(66) S=2X71"x)s (xef(S)).

De plus, d’aprés IV Q J1(x)s estun sous-ensemble disjonctif %)
de S tel que

(67) F1@s 1 (X)s=0, (xeS xS, x4 x).

La construction précédente de S dépendant cisenticilement
de la fonetion g (), (¢ << Q), considérons les deux cas particu-
liers suivants:

a) Quel que soit 2< Q, lensemble des valeurs de ¢ (@)
dans [0, ©® (¢ + 1)) 2%) coincide avee l'ensemble de ses va-
leurs prises dans [0, %) c’est-a-dire

Z Gn - Z Gwﬁ—}n’ (P)<Q)

Nn<_w <
£(Sp=1(So)=1(S), (k< Q).

24) Un sous-ensemble d’un ensemble partiellement ordonné est dis-
Jonetif §'il ne contient aucun conple de points distinets comparables,
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Par conséquent, 'ensemble £(S) est, dans ce cas, dénombrable
et tel que pour tout x e £(S)’ensemble 7! (x)s soit de puissance
8, ; les relations (66), (67) entrainent done le résultat suivant:

Il y a un tableau ramific de M. Aronszeyn décomposable en
une infinité dénombrable de ses sous-ensembles disjonctifs®t) deux
i deux disjoinis.

b) La fonetion g (a), (@< Q), est univalente. La fonetion
f étant, dans ce cas, univalente dans S, nous avons établi ce
résultat:

Il y a un tableau ramific de M. Aronszajn, S, et une fonc-
tion réelle biunivoque croissante dans S, f(e), (e ¢S), tels que, de
plus quel que soit 3<Q, Pensemble f(RyS) soit partout dense
sur £(S).

Dans ce cas, Pordre intégral de 'ensemble linéaire £ (S)
peut étre transplanté dans S moyennant la fonction biunivoque
7 (x)s, (xeF(s)): on obtiendra un ensemble ordonné semblable
a (S} et dont Pordre est une extension de Vordre primitif
de S. Bref, il y a un tableaw ramific de M, Aronszajn dont Pordre
partiel peut étre élargi de manicre qidon oblienne un ensemble or-
donné semblable & un ensemble linéaire*%) (ef. n® 29 corrolaire 3
et n® 80 théordme 31V).

28, Applications. Soient, pour tout f< Q,

(68) Hj, un ensemble linéaire dénombrable quelconque partout
dense, et

(65) af ol < e d a0

un bon ordre de 'ensembie Hy tel que, quel que soit n <ot
Pensemble.

(70) H (3 n) des @, (on = £ <o (n+1)

soit partout dense.
Manifestement, quel que soit < Q,

(1) Hy=XH@,m, Hp,m-H(@,n)=0, (m<n<o).

2) C’est la solation d'un probléme de la These, p. 128, en note,
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En posant

@) g@promtn=d, . (<Q,m<e, 1<)
et
(72) a=0o? ftw m-tn,

£ (v), (@< Q), est une fonction bien déterminée de I'espéce que
nous avons considérée dans ce qui précéde; en employant des
notations précédentes, on aura

(73) Hy=2 G

Nn<_co

et, d’aprés IIQ,
(73) Hy=1 (S K= Hy, (4<0).

Nous avons donc établi le

Théoréme 3. Quelle que soit la suite transfinie d'ensem-
bles linéaires

HOaHla"'7H/jv°"7(/3<Q);

dont chacun est dénombrable et partout dense, le tableaw ramifié
o (défini n® 18) contient un tableaw ramifié de M. Arvonszajn, S,
tel que la fonction f (définie n° 20) soit eroissante dans S et wni-
valente dans RBS el que j(Rﬁ S)=Hp, pour tout indice < Q.

29. Ensembles linéaires partout denses el tableaux ramifiés
de M. Aronszajn. Le théoréme 3 va nous permettre d'établir le

Théoréme 3%, Quel que soit Pensemble linéaire partout
dense H de puissance < 8, et ayant partout une méme puissance,
Uensemble o contient un tableaw ram. de M. Aronszajn S tel que
la fonction f (définie n° 20) y soit croissante (et univalente si H
est non dénombrable) et telle que f(S)=H.

En effet, si H est dénombrable, le théoréme 3" résulte
du théoréme 3 en y posant Hp=H, (< Q); si pH=y,, soient

xﬁyx1:'°'7x/})'°"(ﬁ<Q)7x(x:#:xﬁ7a</j<Q)
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tous les points de /; construisons la suite des Hj, (B<<Q)

comme il suit: o, étantle premier indice <<Q tel que ’ensem-
ble des points xg, (£<a), soit partout dense, H, sera 'ensem-
ble des xg, (6<Za,); d'une fagon générale, quel que soit <CQ,
en désignant par «; le premier ordinal <ZQ tel que I'ensemble

des xg, (Supa. << ay), soit partout dense, Hﬂ sera 'ensemble

des xz, & vérifiant Sup a, < &2 ap.
s f}
Par le procédé inductif on démontre sans peine que, pour
tout A< Q, Pensemble Hj est bien déterminé, dénombrable, par-

tout dense et que H Hy=0 pour tout << Q. En appliquant
a la suite Hy, Hy,---, H/},--- , (<2Q), les raisonnements du
n° 28, la fonction correspondante g sera biunivoque; il en est
de méme de la fonection f(e), (e S), S désignant le tableau ram.
de M. Aronszajn attaché a g(«), («<<Q).

Corollaire 3. 8¢ %=y, il ¥ o (dans o) un tableau
ram, de M. Aronszajn dont Pordre partiel peut étre élargi de facon
qu'on obtienne un ensemble ordonné semblable i I'ensemble ordonné
des nombres réels (cf. la fin du n° 27; aussi théoréme 3').

30. On démontre facilement le résultat suivant:

Quel que soit 'ensemble linéaire non dénovmbrable, £,
il y a un ensemble linéaire A partout non dénombrable et sem-
blable & un sous-ensemble E® de £ tel que Vensemble E—E°
soit au plus dénombrable?¢).

Or, H contient un ensemble H' partout de puissance X, ;
dés lors, d’aprés le théordme 3, il y a un tableau ram. de M.
Aronszajn, S, extrait de o tel que la fonection f du n° 20 y soit
biunivoque, croissante et vérifiant £(S)=H*, donc aussi f(S)CH;
en désignant par s une transformation par similitude de l'en-
semble ordonné H*' dans l'ensemble ordonné E°, et en posant

fo(e,=s(f(e)), (ecS)

) 11 suffit désigner par EC i'ensemble qu'on déduit de Yensemble E,
des points de condensation de E appartenant 2 E, en barrant dans E, tous
les points consécutifs de E; aussi bien que 1'(es) extrémité(s) éventuelle(s)
de E, .

¢
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on a f(S)=E° puisque f(S)=H"; dés lors le

Théorsme 3, Quel que soit Pensemble linéaire non dé-
nombrable E, il y a un tableau ramifié de Aronszajn S (extrait
de o) ef une fonction biunivoque fy croissante dans S tels que
£y (S) CE; dans le cas ol la puissance E est N,, on peut faire de
maniére que l'ensemble E—~fy(S) soit au plus dénombrable.

Enfin, on peut prouver sans peine le

Théoréme 3 Pour quun ensemble linéaire E puisse étre
obtenu en élargissant ordre partiel dun tableaw ram. de M, Arons-
zajn, il Faut et il suffit que, quel que soit le point x de K, Pen-
semble des points de E o droite de x soit de lo puissance ¥y,

31. La démonstration précédente de I’existence de tableax
ramifiés de M. Aronszajn s’exprime entidrement en termes
d’ordre, sans faire appel & aucune notion métrique.

En imitant le raisonnement primitif de M. Aronszajn par
lequel il a démontré, le premier, V'existence de tableaux rami-
fiés portant son nom?®’), voici comment on procéderait dans le
cas concret qui nous occupe (c’est-a-dire pour prouver lexis-
tence d’un tableau ram. de M. Aronszajn dans Densemble
o [ef, le probléme 1 ci-aprés]).

On pose Sy =PRy0; si 0 <f < Q, on définira Sy comme
il suit: si ¢ est de premidre espdce, Sy, = X Ry (e,7)., (€6 Sy_y);

si B est de seconde éspece, soit 0 =g,< B, <+ <<+, (M),
une suite croisante d'indice </ tendant vers 8 Soit r un en-
tier positif quelconque; soient «<g et e ¢ S, queleonques; i vé-
rifiant gi-1 < @< g, soit e' un élément de Sﬂi tel que e <- e

1 1
et f(e')—7f(e) <—}—~ g

Pentier £>1, soit e un eertain élément de S/jt-f-k tel que

d’une fagon générale, quel que soit

el ek, f(e¥)—F (1)< —1- . 2% ; en posant
e (r) = Sup €*, (rel o),
k<ew

21 Voir ma T h & se, loc. cit. p. 96 en note {cf. aussi n® 16 ci-dessus).
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e (r) est un certain point de o tel que e <-e(r); alors, S/,

sera, par définition, Pensemble des e (r) ; e, r parcourant indé-

pendamment Pensemble ¥ S, («< ) et les entiers >0 respec-
(24

tivement.

De proche en proche, on démontre 'existence de S/j pour
tout 7 < Q et on vérifie que lensemble S=3¥5, (4< Q),

B
est un tableau ramifié de M. Aronszajn (on a daillers RS = S,
pour tout £ < Q).

32. Deux problémes. A propos des démonstrations précé-
dentes de l'existence de tableaux ramifiés de M. Aronszajn dans
le tableau ramifié o, voici le

Probleéme 1. Soit T un tableau ramifié quelconque tel
que ylalr=yT=Q, (aeT); s'il existe dans T une fonction ré-
elle uniforme ecroissante, 1’ensemble T contient-il un tableau ra-
mifi¢ de M. Aronszajn?®

Et pour terminer, voiei un probléeme bien intéressant:

Probléme 2 Kxiste-il dans Uensemble o (voir n° 18) une
Jonction uniforme croissante o« valeurs rationelles?
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