Elementare Ableitung der nichteuklidischen Geometrien

Von

BRANISLAV PETRONIEVICS

1.
Einleitende Vorbemerkung

Wiihrend bekanntlieh Lobatschewsky und Bolayi die nieht-
euklidische Geometrie in engstem Anschluss an Euklids V-es
Postulat (indem sie dasselbe negierten) begriindet haben, hatten
sich ihre beiden bedeutendsten Vorgiinger, Sacheri und Lambert,
auf einen allgemeineren Standpunkt gestellt, der auch die nicht-
euklidische Geometrie ohne Parallele in sich schloss?). Sacher:
und Lambert stellten bekanntlich die drei Hypothesen des rech-
ten, des stumpfen und des spitzen Winkels auf, indem dabei
von Sacheri das zweirechiwinkelige und von Lambert das drei-
rechtwinkelige Viereck den drei Hypothesen zu Grunde gelegt

1y Auch die weitaus bedeutendste neuere aufl einem umfassenden Po-
stulatensystem beruhende Begriindung der {euklidischen und der) allge-
meinen Geometrie, diejenige von D. Hilbert (vgl. dessen ,Grandlagen der
Yeometrie®, 5-te Aufl. 1922), steht in dieser Hinsicht hinter dem Standpunkt
von Suche i—Lambert zurviick. Bekanntlich miissen im Hilbert'schen Postula-
tensystem gewisse Postulate der Anordnung und der Verkniipfung abgedn-
dert werden, damit das Parallelenpostulal durch das Postulat von keiner
Parallelen ersetzt werden kilnne {vgl. z. B. W. Dieck, Nichteuklidische Geo-
metrie in der Kugelebene, 1918, s, 13—17), wihrend keine solche Aenderung
nijtig ist, wenn das Parallelenpostulat durch dasjenige zweier Parallelen
erselzt wird, Vgl. dariiber z. B. bei R. Bulidus. Nichteuklidische Geometrie,
1927, s. 147 im Znsammenhang mit s, 72 f,
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wurde?). In dor vorliegenden Abhandlung habe ich eine ele-
mentare Neubegriindung der nichteuklidischen Geometrien (resp.
der allgemeinen Geometrie) im Geiste von Sacheri— Lambert
versucht. Iech gehe dabei von dem Satze von der Existenz zweier
einc gemeinsame Senkrechte besitzenden Geraden in der Ebene
aus und ersctze die drei Hypothesen von Sacheri und Lambert
durch die drei Postulate der gleichen, der kleineren und der
griosseren Senkrechten. Das Lambert’sche Viereck stellt daher
meine Grundfigur dar, withrend bei den Beweisen selbst, die
erheblich einfacher als die entsprechenden Beweise von Sacheri
und Lambert sind, auch das Sacherische Viereck benutzt wird.

Die Abhandlung weicht vom Sacheri—Lambert’schen Ver-
fahren insofern ah, dass in ihren Beweisen weder von dem
Postulat des Archimedes®) noch von demjenigen der Stetigkeit
(tebrauch gemacht wird. In ihr ist die Untersuchung bis zu den
drei Lehrsitzen {iber Aequidistanz, Konvergenz und Divergenz
zweier eine gemeinsame Senkrechte besitzenden Geraden fort-
gefiihrt worden, wobei, im Falle des Postulats der kleineren
Senkrechten, die nichtarchimedische Ebene als die urspriin-
gliche vorausgesetzt wird (vgl. dic Anmerkung zu Lehrsatz 44).
Die Einfiithrung der Nichtschneidenden und der Parallelen wiirde
dann keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr einschliessen,
fillt aber ausserhalb des Rahmens dieser Abhandlung.

Ob die hier versuchte Neubegriindung auch vom Stand-
punkte der strengen Postulatenlehre (,Aitematik® und nicht
»Axiomatik“ sollte, nebenbei gesagt, diese L.ehre heissen) Jo-
gisch gerechtfertigt sei, auf diese Frage kann hier nicht ein-
gegangen werden. Dass sich dieselbe aber, angesichts ihrer An-
schaulichkeit und logisecher Durchsichtigkeit, zur ersten Ein-
fithrung in dic allgemeine GGeometrie besser eignet als die iibliche

2) Die Abhandlungen von Sucheri und Lambert findet man abgedruckt
in Engel-Stickel, Die Theorie der Paralleliinien von Euklid bis auf (iauss,
1895, s. 45—135 und s. 152—207.

3) Auch Lambert weist bekanntlich in seinen Beweisen eine deutliche
Tendenz auf, sich von diesem Postulat zu befreien. Erst M. Dehn und, nach
ihm, R. Bonola gelang es aber, Dei den Beweisen einiger Sitze der allge-
meinen Geometrie vom diesem DPostulat keinen Gebrauch mehr zu machen
(vgl. dariiber bei R. Bonole, Die nichteuklidische Geometrie, iibers. v. H.
Liebmann, 3-te Aufl. 1921, s, 27—31).
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Begriindung durch die Paralleleupostulate, diufte dem aufmerk-
samen [Loeser dieser Abhandlung ohne weiters einleuchten.

Die Neubegriindung folgt nun in einer fortlaufenden Reihe
von Lehrsitzen, bei deren Beweisen, ausser Postulaten der Kon-
gruenz und Kongruenzsitzen iiber Dreiccke, einige Postulate
der Anordnung und Verkuniipfung sowie einige von diesen ab-
hingige Sitze als giiltiz vorausgesetzt werden.

2.
Lehrsitze

Der erste L.ehrsatz bezieht sich anf die Existenz der zwei
eine gemeinsame Senkrechte besitzenden Geraden, der zweite
auf die Gleichkeit der Scheitelwinkel im zweirechtwinkeligen
gleichschenkeligen Viereck, die Lehrsiitze 83— 11 beziehen sich
auf die Formulierung der Postulate, withrend in Lehrsitzen
12—20 deren Allgemeinheit festgestellt wird. Lehrsitze 21—38
beziehen sich anf die Winkelsumme im Dreieck und Viereck.
In den Lehrsitzen 39—44 werden schliesslich die Grissenver-
hiltnisse, die zwischen den aufcinanderfolgenden Winkeln und
zwischen den aufeinanderfolgenden Senkrechten in den drei
Postulatenfillen bestehen, bestimmt.

Lehrsatz 1. In der Ebene gibt es zu jeder Geraden eine an-
dere Gerade, die it ihr cine gemeinsame Senkrechte hat.

Beweis. In einem Punkte ciner Geraden gibt es stets cine
(und nur ecine) Gerade die senkrecht auf ihr steht. Diese Senk-
roehte wird offenbar die gemeinsame Senkrechte zwischen der
gegebenen und der anf ihr senkrechten Geraden darstelien.

Lehrsatz 2. Wenn in einem zwdirechbwinkeligrn Viereel die
zwer den rechten Winkeln anliegenden Seiten einander gleich sind,
so sind die zwei anderen Winkel ebenfulls cinander gleich

Beweis. In dem Viereck ABCD (FKig. 1) ist AABC=ACD
(AB=CD, JA=C=R, AC=AC), woraus < ACB=CAD und
J BAD=BCD. Es ist daun weiter ANADB=BCD(AD=BC,
I BAD=BCD, AB=CD), woraus <SABD=CDB.
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Lehrsatz 3. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte mit der gemeinsamen Senk-
rechten von gleicher Grisse ist, so ist in dem so entstchenden
dreivechtwinkeligen Vierick der vierte Winkel ein recht cr.

Beweis. Aus Lehrsatz 2 folgt unmittelbar dass, wenn in
dem dreirechtwinkeligen Viereck ABCD (Fig.2) CD=AB ist,
< CDB (=ABD)= R sein muss.

Anmerkung. Die Voraussetzung, die zweite Senkrechte sei
der gemeinsamen Senkrechten gleich, wollen wir kurz das Pos-
tulat der gleichen Senkrechien nennen.

Lehrsatz 4. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechie
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte grisser als die ge-
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meinsame Senkrechte ist, so ist in dem so entstehenden dretrecht-
winkeligen Viereck der vierte Winkel ein spilzer.

Beweis. Da der Voraussetzung gemiss CD>AB (Fig. 3),
so mache man CE=A4RB. Dann ist cinerseits (nach Eukl. [, 16)
JCEB>CDB und andererseits (nach Lehrsatz 2) <fCEB=ABE.,
Es ist somit <{ CDB (<CEB=ABE)<R.

Anmerkung. Die Voraussetzung, die zweite Senkrechie
sei grosser als die gemeinsame Senkrechte, wollen wir das Po-
stulat der grisseren Senkrechlen nennen.

Lehrsatz 5. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrecht?
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte kleiner als die ge-
meinsame Senkrechte ist, so ist in dem so enistehenden dreirecht-
winkeligen Viereck der vierte Winkel ein stump [er.
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Beweis. Es sind drei Fille moglich: CD=AB, CD < AB
und CD >AB (Fig. 6).

B A D» :
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Wire CD=AB, dann miisste, nach Lehrsatz 3, <JCDB=
=R sein, was der Voraussetzung widerspricht.

Wire CD< AB, dann miisste, nach Lehrsatz 5, S{CDB>
>R sein, was ebenfalls der Voraussetzung widerspricht.

Es kann somit nur CD >AB sein.

B Lehrsatz 8. Wenn zwei
Gerade eine gemeinsame Senk-
rechie besitzen und wenn eine
zweite Senkrechte mit der an-
deren Geraden einen $tum p-
fen Winkel einschliesst, so ist
diese zweite Senkrechte klei-
ner als die gemeinsame Senk-
rechte.

Beweis. Es sind drei
Fille moglich: CD = AR,
CD>ABund CD<AB (Fig. 7).
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Wire CD=AB, dann miisste, nach Lehrsatz 3, {CDB=:
=R sein, was der Voraussetzung widerspricht.

Wiare CD>AB, dann miisste, nach Lehrsatz 4, JCDB<
<R sein, was ebenfalls der Voraussetzung widerspricht.

Es kann somit nur CD<AB sein.

Lehrsatz 9. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte be-
sitzen und wenn eine zweite Senkrechie von gleicher Grisse mit
der gemeinsamen Senkrechten ist, dann ist in dem so entstehenden
dreirechiwinkeligen Viereck auch die zweite dem vierten Winkel
anliegende Seite gleich der ihr gegeniiberliegenden Seite,

Beweis. In dem dreirechtwinkeligen Viereck ABCD der
Fig, 2 ist, nach Lehrsatz 3, CDB=R. Nach Lehrsatz 6 muss
dann auch BD=AC( sein (zuniichst in dem Viereck ACBD und
sodann auch in dem Viereck ABCD).

Lehrsatz 10. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn eme zweite Senkrechte grisser als die gemein-
same Senkrechte ist, dann ist in dem so enistehenden dreirechiwin-
keligen Viereck auch die zweite dem vierten Winkel anliegende
Seite grisser als die thr gegeniiberliegende Seite.

Beweis. In dem dreirechtwinkeligen Viereck ABCD der
Fig. 3 ist, nach Lehrsatz 4, J CDB<R. Nach Lehrsatz 7 muss
dann auch BD>AC sein.

Lehrsetz 11. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte kleiner als die ge-
meinsame Senkrechte ist, dann ist in dem so enistehenden dreirecht-
winkeligen Viereck auch die zweite dem vierten Winkel anlie-
gende Seite kleiner als die gemeinsame Senkrechte.

Beweis. In dem dreirechtwinkeligen Viereck der Fig. 4 ist,
nach lehrsatz 5, JCDB>R. Nach Lehrsatz 8 muss dann auch
BD<AC sein.

Lehrsatz 12. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte von gleicher Grisse
mit der gemeinsamen Senkrechten ist, so wird auch jede dritte
Senkrechte von gleicher Grisse mit der gemeinsamen Senf-
rechten sein,
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Beweis. Es sind drei Fille zu unterscheiden, je nach der
Liage der dritten Senkrechten.

Erster Fall. Die dritte Senkrechte liegt ausserhald der bei-
den anderen und auf derselben Seile wie die zweite.

Es sind drei Moglichkeiten za unterscheiden: EF> AB
EF<AB und EF=AB (Fig.8).

Wenn EF>AB vorausgesetzt wird, so mache man EG=
=AH8 (=CDj. Daun ist in dem Viercek ABGE, nach Lichrsatz 2,

B
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JABG = EGB und in dem Viereck CDGE, nach demselben
Lehrsatz, < CDG=EGD. Nun ist (nach Euklid I, 16) < FDG >
>DBG und somit SABG>>CDG . Es wiire also JEGB>EGD
(weil X EGB = ABG > CDG = EGD). Es ist uber andererscits
JEGB<EGD. Man hiitte somit JEGBZEGD, was unmaglich
ist. Bs kann also EF nicht >AB sein:

Wird EF<AB vorausgesetzt, so mache man EH=AB. Dann
ist (in dem Viereck ABHE) SABH=EHB und (in dem Vicreck
CDHE) QCDH=EHD . Nun ist (Euklid I, 16) SHDF>HBD
und somit J CDH>ABH. Ks wire also JEHB<EHD, wihrend
andererseits <{EHB>EHD . Man hitte somit SEHBZEHD ,
was unmoglich ist. Es kann also EF nicht < AB sein.
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Es muss somit EF=AB(=CD) scin. Da man nun die Be-
weisfithrung fiir EF auf jede andere Senkrechte dieser Art an-
wenden kann, so muss jede dritte Senkrechte dieser Art von
gleicher Grosse mit der gemeinsamen Senkrechten sein.

Zweiter Fall. Die dritte Senkrechte liegt innerhalb der
beiden anderen.

Es sind drei Moglichkeiten zu unterscheiden: EF > AB,
EF<AB und EF=AB (Fig.9).

Wird EF>> AB vorausgesetzt, so mache man EG=AB
(=CD) Dann ist {ABG=EGB und JEGD=CDG. Nun ist
(Euklid I, 16) JEGB>GFBund H
XEGD>GFD , also «tEGB--

-+ EGD>2R. Andererseits ist
¥ EGB+EGD< 2R (weil % g F

EGB=ABG<R wnd *EGD= . /{D
G

=CDG < R). KEs wiire somit
X EGB-+EGDZ2R, was unmig-
lich ist, Es kann somit EF nicht
>AB sein.

Wird EF<AB vorausge-
setzt, so mache man EH=AB
(= CD). Dann ist <cABH-=EHB
und xCDH = EHD . Es wiire
dann %:EHB—}-EHDZ‘ZR , was | ,
unmoglich ist. Es kann somit x K m
EF nicht < AB sein. A : C

Ks muss somit EF=AB sein. i —

Da man nun die Beweis- Fig. 9
fiithrung fiir EF auf jede andere Senkrechte dieser Art anwen-
den kann, so muss jede dritte Senkrechte dieser Art von glei-
cher Grosse mit der gemeinsamen Senkrechten sein.

Drittel Fall, Die dritte Senkrechte liegt ausserhalb der
beiden anderen aber auf der enfgegengesetzten Seite.

Da sich dieser Fall auf den ersten zurtickfithren lisst, in-
dem man die zweite Senkrechte als die gemeinsame und diese
als die zweite betrachtet, so ist damit unser Lehrsatz in seiner

ganzen Allgemeinheit bewiesen.
7
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Lehrsatz 13. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechie
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte grisser als die ge-
meinsame Senkrechte ist, so wird auch jede dritie Senkrechte
grisser als die gemeinsame Senkrechte sein,

Beweis. Es sind drei Fiille zu unterscheiden, je nach der
Lage der dritten Senkrechten.

Erster Fall. Die dritte Senkrechte liegt ausserhalb der bei-
den anderen und auf derselden Seite wie die zweite.

Es sind drei Maoglichkeiten zu unterscheiden: EF=AB,
EF<AB und EF >AB (Fig. 10).

Fig. 10

Wire EF=AB, dann misste, nach Lehrsatz 12 zweiter
Fall, auch CD=AB sein, was der Voraussetzung widerspricht.
Es kann somit EF nicht =AB sein.

Wird aber EF<AB vorausgesetzt, so mache man EG=AB
und EA=CD . Dann ist 3LABG=EGB und <CCDH=EHD. Nun
ist STHDF>GBD und (da ¥FDC>R) tABG<CDH . Es wire
also SCEGB< EHD, wihrend andererseits SCEGB>EHD ist.
Man hiitte somit SCEGBSEHD , was unmoglich ist. Es kann
also EF nieht <CAB sein.
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Es muss somit EF (sowie jede dritte Senkrechte diescr
Art) >AB sein.

Zweiter Fall. Die dritte Senkrechte liegt innerhalb der
beiden anderen (Fig. 11).

Wire EF=AB dann miisste, nach Lehrsatz 12 erster Fall,
auch CD=AB scin, was der Voraussetzung widerspricht.

Wire EF<<AB dann miis- D
ste, nach Lehrsatz 14 erster Fall, f

ateh CD < AB sein, was der Vor- Br
aussetzung widerspricht. j/
Es kann somit nur EF (so-

wie jede dritte Senkrechte dieser
Art) >AB sein.

Anmerkung. Wenn wir
uns beim Beweisen dieser zwei-
ten Moglichkeit des zweiten Falls
auf den ersten Fall des néchsten
Lehrsatzes berufen, so liegt da-
bei kein Zirkel im Beweisen vor, -\

®

da dieser letztere Fall ganz un- A . ° c
abhingig vom Lehrsatz 13 be- E
wiesen wird. Wer jedoch diese Fig. 11

Berufung auf einen spiteren

Lehrsatz vermeiden will, hat entweder fiir diese zweite Moglich-
keit einen selbstindigen Beweis zu liefern, oder Lehrsitze 13
und 14 durch andere zu ersetzen, die sich nur auf (von der
zweiten Senkrechten) ferner gelegene Senkrechte beziehen, und
auf diese zwei weitere folgen zu lassen, die dic zweiten Fille
von Lehrsatz 13 und 14 in sich enthalten wiirden.

Dritter Fall. Dic dritte Senkrechte liegt ausserhalb der
beiden anderen aber auf der enfgegengesetzten Scite (Fig. 12).

Da sich in diesem Falle stets eine, entweder zwischen der
gemeinsamen und der zweiten Senkrechten oder ausserhalb
dieser beiden und auf derselben Seite wie die zweite, gelegenc
Senkrechite auffinden ldsst, die mit der dritten Senkrechten von
gleicher Grosse ist (diese Grossengleichheit folgt aus der Kon-
gruenz von Dreiecken AEB und AGB uud von Dreiecken EFB
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und GHB in Fig. 12, in der AG=AE ist), so fithrt sich dieser
dritte entweder auf den zweiten oder auf den ersten Fall zuriick.

D

\
A :
A G

Fig.12

Und damit ist unser Lehrsatz in seiner ganzen Allgemeinheit
bewiesen.

Lehrsatz 14, Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn eine zweite Senkrechte kleimer als die ge-
meinsame Senkrechie ist, dann ist auch jede dritte Senkrechte
kleiner als die gemeinsame Senkrechie,

Beweis. Es sind drei Fille zu unterscheiden, je nach der
Lage der dritten Senkrechten.

Erster Fall. Die dritte Senkrechte liegt ausserhalb der bei-
den anderen und auf derselben Seite wie die zweite.

Es ist entweder EF=A4B, oder EF>AB, oder EF<AB
(Fig. 13).

Wire EF=AB dann miisste, nach Lehrsatz 12 zweiter
Fall, auch CD=AB sein, was der Voraussetzung widerspricht.

Wird EF>AB vorausgesetzt, so mache man EG=AB und
EH=CD . Dann ist SCABG=EGB und 3;CDH=EHD . Nun ist
XHDF>GBD und (da XFDC<R) XABG>CDH. Es wire
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also XEGB>EHD, wihrend andererseits JCEGB<EHD ist.
Man hiitte somit SCEGB.EHD , was unmdglich ist. Es kann
also EF nicht >AB scin.

B D

Fig.13

Es muss somit EF (sowie jede dritte Senkrechte dieser
Art) < AB seir,

Zweiter Fall. Die dritte Senkrechte liegt innerhalb der
beiden anderen (Kig. 14).

Wire EF=AB dann miisste, nach Lehrsatz 12 erster Fall,
auch CD = AB sein, was
der Voraussetzung wider- B F

spricht. j—\ \ﬁ D
Wire EF > AB dann miis-

ste, nach Lehrsatz 13 er-
ster Fall, auch CD > AB
sein, was der Vorausset-
zung widerspricht,

Es muss somit £F (sowie

jede dritte Senkrechte die- A B ﬁ K
E

ser Art) < AB sein.

C

Dritter Fall, Die dritte Fig. 14
Senkrechte liegt ausserhall
der beiden anderen aber auf der enfgcyengesetzten Seite.
Da sich in diesem Kalle stets eiune, entweder zwischen der
gemeinsamen und der zweiten Senkrechten oder ausserhalb die-
ser beiden und auf derselben Seite wie die zweite, gelegene
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Senkrechte auffinden ldsst, die mit der dritten Senkrechten von
gleicher Grosse ist, so fithrt sich dieser dritte auf den zweiten
oder auf den ersten Fall zuriick. Und damit ist unser Lehrsatz
in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen.

Lehrsatz 15. Wenn in einem dreivechtwinkeligen Viereck
die die zweite Senkrechte darstellende Seile mit der die gemeinsame
Senkrechte darstellenden Seite von gleiclher Grisse ist, so ist
sie dies in jedem solchen Viereck,

Beweis. Wenn in dem dreirechtwinkeligen Viereck ABCD
(Fig. 15) CD=AB ist, dann muss erstens, nach Lehrsatz 12, in

D
C' r
B D F
B’ G’ ] Hr
| S
. Z a
A B C E
Fig. 15

jedem dreirechiwinkeligen Viereck, dessen die gemeinsame Senk-
rechte darstellende Seite AB ist und dessen die zweite Senk-
rechte darstellende Seite zwischen den beiden (beiderseits ins
Unendliche verlingerten) Geraden AC und BD liegt, die die
zweite Senkrechte darstellende Seite mit der die gemeinsame
SNenkrechie darstellenden Seite von gleicher Grisse sein.

Wird neben Lehrsatz 12 auch Lehrsatz 3 beriicksichtigt,
dann muss zweifens in jedem dreirechtwinkeligen Viereck iiber-
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haupt, dessen die gemeinsame Senkrechte darstellende Seite
zwischen den beiden (beiderseits in's Unendliche verlingerten)
Geraden AC und BD liegt und dessen (rundseite sich (entwe-
der innerhalb der Strecke AC oder) auf der (beiderseits in’s
Unendliche verlingerten) Geraden AC befindet, die die zweite
Senkrechte darstellende Seite von gleicher Grisse mit der die
gemeinsame Senkrechte darstellenden Seite sein.

Drittens wird dann, nach Lehrsatz 9, auch in dem drei-
rechtwinkeligen Viereck ACBD , BD=AC sein und somit, nach
dem soeben Bewiesenen, auch in jedem zwischen den (beider-
seits in’s Unendliche verlingerten) Geraden AB und CD gele-
genen dreircchtwinkeligen Vierecke die die zweite Senkrechte
darstellende Seite gleich der die gemeinsame Senkrechte dar-
stellenden Seite sein. Weiter ist vierfens leicht einzusehen, dass
auch fiir die zwischen den Geraden 4E und GJ (resp. zwischen
AQG und EJ) sowie fiir die zwischen AE und G'J (resp. zwi-
schen AG’ und E’J’) gelegenen dreirechtwinkeligen Vierecke
dasselbe gelten muss, u.s. w.

Und schliesslich muss dasselbe gelten aueh fiir dic drei-
rechtwinkeligen Vierecke deren Grundseite mit AC einen Win-
kel einschliesst (vgl. Viereck AB'C'D’, in dem AC'=AC und
AB'=AB ist und das mit Viercck ABCD kongruent ist, welche
Kongruenz aus AAB'C’=ABCund AB'C'D'=BCD folgt), us.w,

Auf diese Weise lidsst sich leicht einsehen, dass der Lehr-
satz in seiner ganzen Allgemeinheit gilt.

Anmerkung. Man konnte den Lehrsatz kiirzer auch fol-
gendermassen formulieren:

Wenn das Postulat der gleichen Senkrechten in einem
Falle gilt, so gilt es allgemein,

Lehrsatz 16, Wenn in einem dreirechiwinkeligen Viereck
der wvierte Winkel ein rechter ist, dann ist eresin jedem
solchen Viereck.

Beweis. Folgt aus den Lehrsiitzen 15 und 3.

Lehrsatz 17. Wenn in einem dreivechtwinkeligen Viervok
die die zweite Senkrechte durstellende Seite grisser als die die



104 Branislav Petronievics

gemeinsame Senkrechte darstellende Seite ist, so ist sieesin jedem
solchen Viereck.

Beweis. Wenn von dem dreirechtwinkeligen Viercck der
Fig. 8 ausgegangen wird, dann ist, auf Grund einer der Fig. 15
analogen Figur, erstens nach Lehrsatz 13 zu schliessen, dass
in jedem dreirechiwinkeligen Viereek, dessen die gemeinsame
Senkrechte darstellende Seite AB ist und dessen die zweite
Senkrechte darstellende Seite zwischen den (beiderseits in’s
Unendliche verlingerten) Geraden AC und BD liegt, die die
zweite Senkrechte darstellende Seite grisser als die die gemein-
same Senkrechte darstellende Seite sein wird.

Zweitens ist dann weiter, wenn von dreeirechtwinkeligen
mit Viereck ABCD kongruenten Vierecken ausgegangen wird,
nach Liehrsatz 13 zu schliessen, dass in jedem dreirechiwinke-
ligen Viercck, dessen die gemeinsame Scnkrechte darstellende
Seite = AB ist und dessen Grundseite anf der (beiderseits in's
Unendliche verlingerten) Geraden AC liegt, die die zweite Senk-
rechte darstellende Seite grosser als die die gemeinsame Senk-
rechie darstellende Seite sein muss.

Weiter ist dann leielit einzuschen, dass der dem dritten
Teil des Beweises von Lehrsatz 15 entsprechende Teil, wenn
Lehrsatz 10 beriicksichtigt wird, analog zu fiihren ist. Und Ahn-
liches gilt fiir dic dem vierten und dem letzten Teil jenes Be-
weises entsprechenden Teile.

Auf diese Weise lisst sich cinsehen, dass der Lehrsatz in
seiner ganzen Allgemeinheit gilt.

Anmerkung. Kiirzer lisst sich Lehrsatz 17 anch folgen-
dermassen fassen :

Wenn das Postulat der grissseren Scnkrechten in einem
Iralle gilt, so gilt es allgemein.

Lehrsatz 18, Wenn in einem dreirechiwinkeligen Viereck
der vievte Wankel ein spitzer ist, so ist er es in jedem sol-
chen Viereck.

Beweis. Folgt aus den Lehrsiitzen 17 und 4.

Lehrsatz 19. Wenn in einem drcirechtwinkeligen Viereck
die dee zweite Senkrechte darstellende Seite kleiner als die die
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gemeinsame Scukrechte darstellende Seite ist, so ist sie es in jed comn
solchen Viercel:,

Beweis. Wenn von dem dreirechtwinkeligen Viereck der
Fig. 4 ausgegangen wird, dann ist, auf Grund eciner der Fig. 15
analogen Figur und unter Beriicksichiticung von lehrsiitzen 14
und 11, der Beweis ganz analog dem Bewise des vorigen Lehr-
satzes zu fiithren.

Anmerkung. Kiurzer kann der Lehrsatz folgendermassen
gefusst werden:

Wenn das Postulat der kleineren Senkrechten in einem
Fualle gilt, so gilt es algemein,

Lehrsatz 20. Wenn in einem dreirechtwinleligen Vierecl:
der wvierte Winkel ein stuimnpfer ist, so ist er es in jedem
solchen Vierech.

Beweis. Folgt aus den Lehrsitzen 19 und 5.

Lehrsatz 21. Wenn in einem dreirechtwinkeligen Viereck
der vierte Winlkel ein rechter ist, dann st in einem (dem

By D

any a

F A C

Fig. 16

thm  enisprechenden) rechbwinkeligen Dreicek  die  Winkelsunune
=2R.

Beweis. In dem dem dreirechtwinkeligen Viereck ABCD
entsprechenden rechiwinkeligen Dreieck FCD in Fig. 16 ist die



106 Branislav Petronievies

Winkelsumme deshalb =2R weil <c CFD=FDB ist, welche
Gleichheit aus der Kongruenz der Dreiecke AFE und BDE folgt
(da, nach Konstruktion, EA=EB, STAEF=BED und CFAE=
=FEBD=R ist).

Lehrsatz 22, Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck die
Winkelsumme =2R ist, dann ist in einem (dem ihm entspre-
chenden) dreirechtwinkeligen Viereck die Winkelsumme =4R.

Beweis. Die Richtigkeit des Lehrsaizes folgt aus ScDFB=
=DEC=R (Fig. 17), welche Gleichheit aus der Kongruenz der
Dreieche DBF und DEC zu erschliessen ist (da, nach Kon-
struktion, CD=DB, <cCDE=BDF und, ebenfalls nach Kon-
struktion, SCDBF=DCE).

Lehrsetz 23. Wenn in e¢inem rechtwinkeligen Dreieck die
Winkelsumme =2R ist, dann ist in 7 e d e m rechtwinkeligen Dreieck
die Winkelsumme ==2R ,

Beweis. Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck die Win-
kelsumme =2R ist, dann ist, nach dem vorigen ILehrsatz, in

F B

oA A al

Fig. 17

einem (dem ihm entsprechenden) dreirechtwinkeligen Viereck
die Winkelsumme =4R. Nach Lehrsatz 16 muss aber, wenn
in einem dreirechtwinkeligen Viereck die Winkelsumme =4R
ist, dieselbe in jedem solchen Viereck =4R sein. Da nun aber
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jedem einzelnen dreirechtwinkeligen Viereck ein rechiwinkeli-
ges Dreieck und umgekehrt entspricht, so muss, indem Lehr-
satz 21 fitr jedes solehe Paar gilt, auch in jedem rechiwinke-
ligen Dreiecck dic Winkelsumme =2R sein.

Lehrsatz 24, Wenn in jedem rechiwinkeligen Dreieck die
Winkelsumme =2R ist, dann ist in jedem Dreieck diec Winkel-
summe chenfulls =2R.

Beweis. In bekannter Weise durch Zerlegung des nicht-
rechtwinkeligen in zwei rechtwinkelige Dreiecke.

Lehrsatz 25. Wenn in jedem Dreieck die Winkelsumme
=2R st, dann ist in jedem Viereck die Winkelsumme =4R.

Beweis. Folgt aus Zerlegung des Vierecks in zwel Dreiecke.

Lehrsatz 26. Wenn in ein em dreirechtwinkeligen Viereck
die Winkelswimme =4R ist, dann ist sie es in jedem Viereck.

Beweis. Folgt aus den Lehrsitzen 21, 238, 24 und 25.

Lehrsatz 27. Wenn in einem dreirechtwinkeligen Viereck
der vierte Winkel ein spitzer ist, dann ist in einem (dem
ilom entsprechenden) rechtwinkeligen Dreieck die Winkelsumme <2R.

Beweis. Analog dem Beweise von Lehrsatz 21 unter Zu-
grundelegung einer der Figur 16 analogen Figur.

Lehrsatz 28. Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck die
Winkelsumine < 2R ist, dann ist in einem (dem ihm entsprechen-
den) dreirechtwinkeligen Viereck die Winkelsumme <AR.

Beweis. Analog dem Beweise von Lehrsatz 22 auf Grund
einer der Figur 17 analogen Figur.

Lehrsatz 29, Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck die
Winkelsumme <<2R ist, dann ist in j e d e m rechiwinkeligen Dreieck
die Winkelsumme <2R.

Beweis. Analog dem Beweise von L.ehrsatz 23.

Lehrsatz 30. Wenn in jedem rechtwinkeligen Dreieck die
Winkelsumme < 2R ist, dann ist in jedem Dreieck die Winkel-
summe ebenfulls <Z2R .
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Beweis. [n bekannter Weise.

Lehrsatz 31, Wenn in jedem Dreiecck die Winkelsumme
<9OR ist, dann ist jedem Viereck die Winkelsumme < 4R,

Beweis. In bekannter Weise.

Lehrsatz 32. Wenn in einem dreirechtwinkeligen Viereck
dic Winkelsumme < 4R ist, dann ist sie es in jedem Viereck.

Beweis. IFolgt aus den Lehrsitzen 27, 29, 30 und 31.

Lehrsatz 33, Wenn in cinem dreirechtwinkeligen Viereck
der vierte Winkel ein stuwmp fer ist, dann ist in cinem (dem
ilim entsprechenden) rechtwinkeligem Dreieck die Winkelsumme > 2R,

Beweis. Analog dem Beweise von Lehrsatz 21 auf Grand
einer der Kig. 16 analogen Figur.

Lehrsatz 34. Wenn in einem rechiwinkeligen Dreieck die
Winkelsumme > 2R ist, dann ist in einem (dem ihm entspre-
chenden) dreirechtwinkeligen Viereck die Winkelsumme > 4R.

Beweis. Analog dem Beweise von lLehrsatz 22 auf Grund
einer der Figur 17 analogen Figur.

Lehrsatz 35. Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck die
Winkelswmne >2R ist, dann ist in j e d em rechbwinkeligen Dreieck
die Winkelsummne > 2R,

Beweis. Analog dem Beweise von Lehrsatz 23.

Lehrsatz 36, Wenn in jedem rechiwinkeligen Dreieck die
Winkelsunime > 2R ist, dann ist in jedem Dreieck die Winkel-
summe ebenfalls > 2R .

Beweis, In bekannter Weise.

Lehrsatz 37, Wenn in jedem Dreieck die Winkelsuwmnmme
>R ist, dann st in jedem Viereck die Winkelsuime >4R .

Beweis. In bekannter Weise.

Lehrsatz 38. Wenn in einem dreirechiwinkeligen Viereck
die Winkelsumme > 4R ist, dann ist sic es in jedem Viereck,

Beweis, Folgt aus den Lehrsatzen 33, 35, 36 und 37.
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Lehrsatz 39, Wenn zwei Gerade eine gemeinsime Senlrechte
besitzen und wenn dus Postulat der gleichen Senkrechten gilt,
s0 sind i den dabei enstehenden drveirechiwinkeligen Viereeken alle
vierten Winkel cinander gleich.

Beweis. Folgt aus den Lehrsiitzen 12 und 3.

Anmerkung. Konnte auch als Nebensatz von Lehrsatz
16 gelten.

Lehrsatz 40. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn das Postulat der grisseren Senlhrechien
gilt, so ist in den dabei entstehenden dreivechtwinkeligen Vierecken
Jeder nachfolgende spitze Winkel leiner als der vorher-
gehende,

Beweis. Es sind drei Fille moglich: 3¢ EFD = CDB,
<EFD> CDB und <cEFD <CDB (Fig. 18).

Wire StEFD=CDB, dann miisste im Viereck CEDF dic
Winkelsumme =4R sein, was nach Lehrsatz 32 unmoglich ist-
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Wire SCEFD > CDB, dann miisste im Viereck CEDF die
Winkelsumme >4R scin, was nach ILehrsatz 32 cbenfalls un-
moglich ist.

Es muss somit SCEFD < CDB scin.

Lehrsatz 41. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrcelle
besitzen und wenn das Postulat dev kleineren Senkre hicn
gilt, so ist in den so entstehenden dreirechiwinkeligen Viirecken je-
der nachfolgende stumpfe Winkel grisser als der wvor-
hergehende.

Beweis. Es sind drei Falle miglich: < EFD = CDB,
XE-D<CDB und <cEFD > CDB (Fig. 19).

Wire 9CEFD=CDB, dann miisste im Viereck CEDF die
Winkelsumme =4R sein, was nach Lehrshtz 38 unmoglich ist.

B

Fig. 19

Wire sCEFD<{CDB, dann miisste im Viereck CEDF die
Winkelsumme <4R sein, was nach Lehrsatz 38 ebenfalls un-
moglich ist.

Es musss somit <CEFD > CDB sein.

Lehrsatz 42, Wenn zwei Gerade eine gemeins vme Senkrechte
besitzen und wenn das Pustulat dev gleichen Senkrechten gill,
dunn sind die beiden Geraden iberall gleich weit voneinan-
der entfernt (sind aequidistant)

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lehrsatz 12,

Lehrsatz 43. Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn das Postulat der grisseren Senkrechien
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gilt, dann ist jede ferner gelegene Senkrechte grisser als eine
nihere und die beiden Geraden divergier en voneinander auf
beiden Seiten von der gemeinsamen Senkrechten.

Beweis. Es sind drei Fille moglich: EF=CD , EF<CD
und EF>CD (Fig. 18).

Wire EF=CD, dann miisste (in dem Viereck CEDF)
XEFD=CDF sein, was unmoglich ist, da dann (nach Lehrsatz 4
L CDB<R und somit) 5cCDF>R und (nach Lehrsatz 18) ScEFD<
<R wire. Es kann also EF nicht = CD sein.

Wird EF<CD vorausgesetzt, dann mache man EG=CD.
Dann wire (im Viereck CDEG) XEGD=CDG . Es miisste aber
einerseits 3TCDG> R und andererseits (nach Eukl. I, 16) StEGD<R
sein. Bs wiire somit 3CEGDZR, was unmoglich ist. Es kann
somit EF auch nicht < CD sein.

Es muss somit EF>CD sein.

Lehrsatz 44, Wenn zwei Gerade eine gemeinsame Senkrechte
besitzen und wenn das Postulat dér kleineren Senkrechien
gilt, dunn ist jede ferner gelegene Senkrechte kleiner als eine
ndhere und die beiden Geraden konwvergieren miteinander
auf beiden Seiten von der gemeinsamen Senkrechten.

Beweis. s sind drei Fille moglich: EF=CD, EF>CD
und EF<CD (Fig. 19).

Wire EF = CD, dann miisste (in dem Viereck CEDF)
XEFD=CDF sein, was unmoglich ist, da dann (nach Lehrsatz 5
XCDB>R und somit) ScCDF<R und (nach Lehrsatz 20)
XEFD>R wire. Es kann somit EF nicht =CD sein.

Wird EF>CD vorausgesetzt, dann mache man EG=CD.
Es wire dann (im Viereck CDEG) SCcEGD=CDG . Es miisste
aber einerseits SCTCDG< R und andererseits (nach Eukl. I, 16)
XEGD >R sein. Es wire somit StEGD=R, was unmoglich ist.
Es kann somit EF auch nicht >CD sein.

Hs muss somit EF<CD sein.

Anmerkung. Lehrsatz 44 stellt nur die Konvergenz der
beiden eine gemeinsame Senkrechie besitzenden Geraden,
im Falle dass das Postulat der kleineren Senkrechten giit, fest.
Dass die beiden Geraden sich miteinander (in einem oder in
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zwei Schnittpunkten) schneiden, muss besonders bewiesen wer-
den, was bekanntlich nur durech Anwendung des Archimedi-
schen Postulats geschehen kann. Da wir von letzterem in die-
ser Abhandlung prinzipiell keinen Gebraueh machen, so sind
die Geraden hier auch im Falle des Postulats der kleineren
Senkrechten als unendlich lang (als offen) und die vom Aus-
senwinkelsatz (Kukl., I, 16) abhingigen Sitze (in der betreffen-
den Ebene) als uneingeschrankt geltend zu betrachten.
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