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OB OCENKAH SREDNIH ZNAQENI�

SLUQA�NYH AR-POLE�

�. Malixiq

Rez�me. Rassmatrivaets� avtoregressivnnoe pole �(u; v) tipa (p; q) s parame-
trami �1 i �2

pX

j=0

qX

k=1

ajk�(u � j�1; v � k�2) = �(u; v)

gde �(u; v) nepreryvno v srednem kvadratiqnom odnorodnoe sluqa�noe pole s raci-
onal~no� spektral~no� plotnost~�. Izuqaets�, po metodu A. M. �gloma, vid spek-
tral~no� harakteristiki na�luqxe� nesmewenno� ocenki srednego znaqeni� pol� �
po izvestnym znaqeni�m �togo pol� na pr�mogol~nike.

Pust~ sluqa�nye pol� f�(u; v); (u; v) 2 R2g, f�(u; v); (u; v) 2 R2g, takie
qto

(1)

pX
j=0

qX
k=0

ajk�(u� j�1; v � k�2) = �(u; v);

ajk 2 R, a00 = 1, �1 > 0, �2 > 0, p 2 N , q 2 N . Togda sluqa�noe pole �
budet avtoregressionnym polem tipa (p; q) s parametrami �1 i �2. �to
my budem oboznaqat~: � � AP (�; p; q; �1; �2).

Budem sqitat~, qto pole �(u; v) odnorodnoe, nepreryvno v srednem
kvadratiqnom, s spektral~nym predstavleniem

(2) �(u; v) =

ZZ

R2

expfi(�u+ �vgZ�(d�; d�)

i spektral~no� plotnost~�

(20) g�(�; �) = jP2(�; �)j
2=jP1(�; �)j

2:
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Mnogoqleny P1(�; �) i P2(�; �) v (2
0) takie qto pri l�bom de�stvitel~nom

� = �0 (ili � = �0 sootvetstvenno) vse ih nuli le�at v verhne� �-
poluploskosti (v verhne� �-poluploskosti sotvetstvenno). Krome togo,
my budem predpolagat~ qto vse korni harakteristiqeskih uravneni� po
modul� men~xe 1. Togda mo�no na�ti [5] ko�fficienty bjk takie, qto

(3) �(u; v) =

1X
j=0

1X
k=0

bjk�(u� j�1; v � k�2):

Netrudno videt~, qto togda i pole �(u; v) budet odnorodnym, qto
dopuskaet spektral~noe razlo�enie

(30) �(u; v) =

ZZ

k2

expfi(�u+ �vgZ�(d�; d�);

gde

Z�(d�; d�) =

2
4 pX
j=0

qX
k=0

ajk expf�i(�j�1 + �k�2)g

3
5
�1

Z�(d�; d�)

i qto

(30) g�(�; �) = g�(�; �) �

������
pX

j=0

qX
k=0

ajk expf�i(�j�1 + �k�2)g

������
�2

ego spektral~na� plotnost~.

Esli naxe�zadaqe� budet otyskanie na�luqxe� nesmewenno� ocenki
srednego znaqeni� m� pol� � po izvestnym znaqeni�m na pr�mougaol~nike
S = f(u; v) : �x � u � 0;�t � v � 0g, ocenku a smisle metoda A. M. �gloma
budem iskat~ v vide

(4) �� =

ZZ
R2

��(�; �)Z�(d�; d�);

gde spektral~na� harakteristika ��(�; �)-funkci� v prostranstve L2(S),
nat�nutom na funkcii expfi(�u+ �v)g, (u; v) 2 S, tak qto

(40)

ZZ
R2

j��(�; �)j
2g�(�; �)d�d� < +1:

Togda [2] imeet mesto sledu�wee uslovie (�):

{ funkci� ��(�; �) taka� qto pri l�bom de�stvitel~nom znaqenii
� ona budet celo� funkcie� kompleksno� peremenno� �, apri l�bom
de�stvitel~nom znaqenii � ona budet celo� funkci� peremenno� �;

{ funkci� ��(�; �) predstavima v vide

��(�; �) = �
(�)
1 (�; �) + �

(�)
2 (�; �) expf�i�xg+

+�
(�)
3 (�; �) expf�i�tg+�

(�)
4 (�; �) expf�i(�x+ �t)g;
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gde �
(�)
j -racional~nye funkcii, takie qto uslovie (40) udovletvor�ets�

i ��(0; 0) = 1;

{ funkci�

(5)  �(�; �) = ��(�; �)g�(�; �) � Æ(1� e�i�x)(1� e�i�t)=��

imeet vid

 �(�; �) =  1(�; �) +  2(�; �) expf�i�xg+(50)

+  3(�; �) expf�i�tg+  4(�; �) expf�i(�x+ �t)g;

gde  j sledu�wie funkcii

(500)  j(�; �) = �
(�)
j (�; �) � g�(�; �)� Æj=��

i Æ1 = Æ4 = Æ, Æ2 = Æ3 = �Æ;

{ pri fiksirovannom znaqenii odno� peremenno� funkci�  1(�; �)
budet analtiqesko� funkcie� v verhne� poluploskosti drugo� peremen-
no�;

{ pri � = �0 funkci�  2(�; �) budet analitiqesko� funkcie� v
verhne� poluploskosti �, a pri � = �0 analitiqesko� funkcie� v ni�ne�
poluploskosti �

{ pri � = �0 funkci�  3(�; �) budet analitiqesko� funkcie� v
verhne� poluploskosti �, a pri � = �0 analitiqesko� funkcie� v ni�ne�
poluploskosti �

{ pri fiksirovannom znaqenii � funkci�  4(�; �) budet analiti-
qesko� funkcie� v ni�ne� poluploskosti �, a pri pri fiksirovannom
znaqenii � ona budet analtiqesko� funkcie� v ni�ne� poluploskosti �;

{ vse funkcii  j v sootvetstvu�wih poluploskost~�h dostatoqno
bistro ubyva�t kogda argument po modul� stremits� k (+1) [6].

Netrudno zametit~, qto ocenku srednego znaqeni� m� odnorodnogo
pol� � iz (1) i (2) mo�no na�ti pol~zu�s~ tem qto m� =

P
j

P
k ajkm�.

Zdes~ my poka�em qto ocenku ~m� mo�no na�ti modificiru� uslovi�
nalataemye na spektral~nu� harakteristiku ocenki ~m�. Okazyvaets�,
qto v �tom smysle ime�t mesto sledu�wie dve teoremy.

Teorema 1. Pust~ izvestny znaqeni� sluqa�nogo pol� � na pr�mo-
ugol~nike S = f(u; v) : �x � u � 0;�t � v � 0g i pust~ [x=�1] = m t.e.
m�1 � x < (m+1)�1 i [t=�2] = n, t.e. n�2 � t < (n+1)�2 i m � p, n � q. Togda
spektral~na� harakteristika ��(�; �) na�luqxe� nesmewennofji ocenki ~m�

znaqeni� m� budet imet~ vid
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��(�; �) = h1(�; �) �

pX
l=0

qX
�=0

~a
(1)
l� expf�i(�l�1 + ���2)g+

(6)

+ h2(�; �) �

pX
l=0

qX
�=0

~a
(2)
l� expfi(l�1 + ���2)g expf�i�xg+

+ h3(�; �) �

pX
l=0

qX
�=0

~a
(3)
l� expfi(��l�1 + ���2)g expf�i�tg+

+ h4(�; �) �

pX
l=0

qX
�=0

~a
(4)
l� expfi(�l�1 + ���2)g expf�i(�x+ �t)g;

gde hj(�; �), j = 1; 2; 3; 4 racional~nye funkcii, takie qto funkci� ��(�; �)
udovletvor�et uslovi� (4).

Dokazatel~stvo. Funkci�  �(�; �) vida (5) budet sledu�we� funk-
cie�

 �(�; �) = ��(�; �)g�(�; �) � Æ[1� exp(�i�x)][1� exp(�i�t)]=�� =

= h�1(�; �)

1X
j=�1

1X
k=�1

a
(1)
jk expfi(�j�1 + �k�2)g+

+ h�2(�; �)
1X

j=�1

1X
k=�1

a
(2)
jk expf�i�x+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�3(�; �)
1X

j=�1

1X
k=�1

a
(3)
jk expf�i�t+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�4(�; �)

1X
j=�1

1X
k=�1

a
(4)
jk expf�i(�x+ �t) + i(�j�1 + �k�2)g�

� Æ[1� exp(�i�x)][1� exp(�i�t)]=��;

gde h�j = hj �g� i a
(s)
jk , poka, neizvestnye ko�fficienty. V funkcie  �(�; �)

my sdelaem sledu�wi� vybor:

 1(�; �) = h�1(�; �)

1X
j=0

1X
k=0

a
(1)
jk expfi(�j�1 + �k�2)g+

+ h�2(�; �)

1X
j=m+1

1X
0

a
(2)
jk expf�i�x+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�3(�; �)

1X
0

1X
k=n+1

a
(3)
jk expf�i�t+ i(�j�1 + �k�2)g+
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+h�4(�; �)

1X
j=m+1

1X
k=n+1

a
(4)
jk expf�i(�x+ �t) + i(�j�1 + �k�2)g � Æ=��;

 2(�; �) = h�1(�; �)

�m�1X
�1

1X
0

a
(1)
jk expfi�x+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�2(�; �)
�1X
�1

1X
0

a
(2)
jk expfi(�j�1 + �k�2)g+

+ h�3(�; �)

�m�1X
�1

1X
n+1

a
(3)
jk expfi(�x� �t) + i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�4(�; �)

�1X
�1

1X
n+1

a
(4)
jk expf�i�t+ i(�j�1 + �k�2)g+ Æ=��;

 3(�; �) = h�1(�; �)

1X
0

�n�1X
�1

a
(1)
jk expfi�t+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�2(�; �)

1X
m+1

�n�1X
�1

a
(2)
jk expfi(��x+ �t) + i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�3(�; �)

1X
0

�1X
�1

a
(3)
jk expfi(�j�1 + �k�2)g+

+ h�4(�; �)

1X
m+1

�1X
�1

a
(4)
jk expf�i�x+ i(�j�1 + �k�2)g+ Æ=��;

 4(�; �) = h�1(�; �)
�m�1X
�1

�n�1X
�1

a
(1)
jk expfi(�x+ �t) + i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�2(�; �)

�1X
�1

�n�1X
�1

a
(2)
jk expfi�t+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�3(�; �)
�m�1X
�1

�1X
�1

a
(3)
jk expfi�x+ i(�j�1 + �k�2)g+

+ h�4(�; �)

�1X
�1

�1X
�1

a
(4)
jk expfi(�j�1 + �k�2)g � Æ=��;

r(�; �) =  �(�; �) � [ 1(�; �) + expf�i�xg 2(�; �)+

+ expf�i�tg 3(�; �) + expf�i(�x+ �t) 4(�; �)]:
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V takom vybore funkcii  j, j = 1; 2; 3; 4 udovletvor��t uslovi�
(�) i po�tomu ostatoqny� qlen r(�; �) budet ravn�ts� nul�. Pol~zu�s~
line�noji nezavisimost~� pokazatel~nyh funkci� my poluqim qto, neiz-

vestnye ~a
(s)
l� = 0, l = 0; p, � = 0; q �vl��ts� rexeni�mi sistemy line�nyh

uravneni�.

Funkcii h1; h2; h3; h4 opredel��ts� po takomu �e sposobu kak i v
sluqae racional~no� spektral~no� plotnosti.

Teorema 2. Pust~ izvestny znaqeni� pol� � v pr�mougol~nike S i
pust~ 0 � [x=�1] = m � p, 0 � [t=�2] = n � q. Togda spektral~na� harakter-
istika ��(�; �) ocenki ~m� imeet vid (6) v kotorom summiruets� po l do
l = m i po � do � = n;

Dokazatel~stvo zdes~ sovsem analogiqno dokazatel~stvu Teoremy 1.

Primer. Pust~

�(u; v)� �1�(u� �1; v) = �(u; v); �1 < �1 < 1;

g�(�; �) = B0=(�
2 + �2)(�2 + �2); B0 > 0; � > 0

i [x=�1] = m > 1, 0 < t � �1. Spektral~nu� harakteristiku ocenki ~m� po
znaqeni�m na pr�mougol~nike S my poprobuem iskat~ v vide

��(�; �) =
h
(�� �i)(�� �i)

mX
j=0

aj expf�i��1g+

+ (�+ �i)(� � �i) expf�i�xg

mX
j=0

aj expfi�j�1g+

+ (�� �i)(� + �i) expf�i�tg

mX
j=0

aj expf�i�j�1g+

+ (�+ �i)(� + �i) expf�i(�x+ �t)g

mX
j=1

aj expfi�j�1g
i
=��:

Togda poluqim qto

a�10 = (2 + �t)[(1� �1)(2 + �x) + 2��1�]; a1 = ��1a0

i qto vse ostal~nye ko�fficiety budut ravn�ts� nul�.
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