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NELINE�NYE URAVNENI� V
GIL^BERTOVOM PROSTRANSTVE

I. M. Lavrent~ev, R. X�epanovi�

Rez�me. Rassmatrivaets� vopros razreximosti uravneni� F (x) = 0, gde F
monotonny� i G vpolne nepreryvnny� operatory v H.

Pust~ v vewestvennom separabel~nom gil~bertovom prostranstve H
zadan differenciruemy� po Gato vewestvenny� funkcional f(x). Po-
lo�im F (x) = gradF (x). Pust~ fHng posledovatel~nost~ koneqnomernyh
podprostranstv H, takih qto Hn � Hn+1 v UHn = H.

Opredelenie. 1. Otobra�enie F : H ! H nazivaets�: monotonnym
esli

(8x; y 2 H)((F (x) � F (y); x� y) � o); (1)

strogo monotonnym, esli ravenstvo (1) vozmo�no lix togda kogda x = y.

Opredelenie 2. Otobra�enie F : H ! H nazivaets�: vpolne nepre-
ryvnym, esli ono nepreryvno i kompaktno; usileno nepreryvnym es-
li ono preobrazuet vs�ku� slabo shod�wu�s� posledovatelmnost~ v
shod�wu�s� posledovatel~nost~.

Brauder [1] rassmatrival vopros razreximosti uravneni� F (x) +
G(x) = 0, gde F +G monotonny� i G usileno nepreryvny� operator.

Pust~ DR = fu 2 H : kuk � R;R > 0g i @RR granica ot DR.

Teorema 1. Pust~ vypolneny uslovi�:

(1) f(x) vypukly� funkcional na H,

(2) F : H ! H heminepreryvny� operator,

(3) G : H ! H vpolne nepreryvny� operator,

(4) 9r > 0)(f(x) + (x;G(y)) > f(0), esli x 2 @Dr i y 2 Dr),
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(5) (9k > 0)(8x; y 2 H)(kG(x) �G(y)k � kkF (x)� F (y)k).

Togda (9x0 2 H)(F (x0 +G(x0) = 0).

Dokazatel~stvo. Pust~ " > 0 i x; y 2 H. Rassmotrim funkcional

'(x; y) = "kxk2 + f(x) + (x;G(y)) (2)

Dl� fiksirovannogo y funkcional (2) slabo polunepreryven snizu po x
(ibo '(x; y) strogo vypukly� funkcional po x). Tak kak

'(x; y)� '(x; 0) = f(x) + (x;G(y)) � f(0) > 0; esli x 2 @Dr i y 2 Dr;

to dl� l�bogo y 2 Dr suwestvuet edinstvenna� toqka x = V (y) 2 Dr

absol�tnogo minimuma funkcionala (2) po x. Sledovatel~no

(8y 2 Dr)(9!V (y) 2 Dr)(8x 2 Dr)('(V (y); y)) � '(x; y));

t.e. V : Dr ! Dr.

Pust~ Pn operator ortogonal~nogo proektirovani� iz H v Hn.
Oqevidno, otobra�enie PnV : Dr ! Dr nepreryvno. Sjodno teoreme
Brau�ra sleduet (9 2 Dr)(PnV (yn) = yn). Tak kak posledovatel~nost~
fyng ograniqena, to ynk * y0 i V (ynk * v0. Sledovatel~no

(v0; h) = lim
k!1

(v0; Pnkh) = lim
k!1

(V (ynk ); Pnkh) = lim
k!1

(PnkV (ynk ; h) =

= lim
k!1

(ynk ; h) = (y0; h); h 2 H;

t.e. v0 = y0 i V (ynk )* y0.

Poka�em qto V (ynk) ! y0. Pust~ L(x) = 2"x + F (x). Tak kak
L(V (ynk) = �G(ynk), to mno�estvo fL(V (ynk ))g kompaktno. Oc�da sleduet,
qto podposledovatel~nost~ fL(V (ynk ))g sil~no shodits�. Dalee

(L(V (ynk+p))� L(V (ynk )); V (ynk+p)� V (ynk)) � 2"kV (unk+p)� V (ynk)k
2:

Ots�da sleduet, qto fV (ynk)g fundamental~na� podposledovatel~nost~,
t.e. V (ynk) ! y0.

Ostalos~ pokazat~, qto ynk ! y0. De�stvitel~no,

kPnkV (ynk � y0k
2 = kPnkV (ynk)k

2 � 2(PnkV (ynk); y0) + ky0k
2 � kV (ynk)k

2�

� 2(V (ynk); Pnky0) + ky0k
2 = !(ynk):

Tak kak !(ynk ) ! 0, k !1, to iz PnkV (ynk) = ynk sleduet ynk ! y0.

Iz predel~nogo perehoda v '(V (ynk ); ynk) � '(x; ynk ), x 2 H, poluqaem
'(y0; x0) � '(x; y0), x 2 H, t.e. 2"y0 + F (y0) +G(y0) = 0.

Pust~ "n > 0, "n ! 0, n!1. Togda

(8n 2 N)(9yn 2 Dr)(2"nyn + F (yn) +G(yn) = 0): (3)
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Iz posledovatel~nosti fyng mo�no vydelit~ posledovatel~nost~ fynkg
taku� qto ynk * x0. Tak kak mno�estvo fL(ynk)g kompaktno to posle-
dovatel~nost~ fF (ynk)g sil~no shodits�. Pust~ F (ynk) ! z0. Dl� y 2 H

imeem

(F (y)� z0; y � y0) = lim
k!1

f(y)� F (ynk); y � x0) =

= lim
k!1

(F (y)� F (ynk); y � ynk) � 0; t.e. (8y 2 H)((F (y)� z0; y � x0) � 0):

Otsjuda sleduet z0 = F (x0), F (ynk) ! F (x0). Iz kG(ynk) � G(x0)k �
KkF (ynk) � F (x0)k sleduet G(ynk ) ! G(x0). Iz predel~nogo perehoda v
(3) (n zamenit s nk) poluqaem F (x0) +G(x0) = 0. Teorema dokazana.

V sledu�we� teoreme ne predpolagaets� qto F potencial~ny� ope-
rator.

Teorema 2. Pust~; (1) F monotonny� operator iz h v H;

(2) (9r > 0)((F (x) +G(y); x) � 0, esli y 2 Dr i x 2 @Dr);

(3) F nepreryvny� i G vpolne nepreryvny� operatory iz H v H;

(4) 9K > 0(8x; y 2 H)(kG(x) �G(y)k � KkF (x)� F (y)k);

Togda (9x0 2 H)(F (x0)G(x0) = 0).

Dokazatel~stvo. Pust~ " > 0 i B(x; y) = "x + F (x) + G(y); x; y 2 H.
Dalee (8y 2 Dr)(8x 2 @Dr)((B(x; y); x) > 0. Sledovatel~no, dl� y 2 Dr

suwestvuet edinstvenna� toqka x = V (y) 2 Dr taka� qto B(x; y) = 0, t.e.
"V (y)+F (V (y))+G(y) = 0. Kak i v teoreme 1 pokazyvaets� qto suwestvuet
posledovatel~nost~ fyng taka� qto V (yn) ! y0 i yn ! y0. Iz predel~nogo
perehoda v "V (yn) + F (V (yn)) + G(yn) = 0 poluqaem "y0 + F (y0) + G(y0) =
0. Okonqanie dokazatel~stva provodits� kak i v predyduwe� teoreme.
Teorema dokazana.

Opredelenie 3. Ska�em, qto otobra�enie P : H ! H udovletvor�et
uslovi� (�) esli obraz ka�dogo nekompaktnogo mno�estva { nekompaktnoe
mno�estvo.

Opredelenie 4. Ska�em, qto funkcional  (x; y), x; y 2 H udovle-
tvor�et uslovi� (�) na H, esli iz x1 6= x2(x1; x2 2 H) i (x1; y) =  (x2; y)
sleduet (9x0inH)( (x0; y) �  (xi; y); i = 1; 2).

Zameqanie 1. Utver�denie teoremy 1 sohran�ets� pri zamene us-
lovi� (1), (2) i (5) uslovi�mi; (a) F udovletvor�et uslovi� (�); (b)
funkcional f(x) + (x;G(y)) obladaet svo�stvom (�) na H; )v) f(x) slabo
polunepreryven snizu na H; (g) F nepreryvnoe otobra�enie iz H v H.

De�stvitel~no, dostatoqno rassmotret~ funkcional '(x; y) = f(x) +
(x;G(y)). Dl� l�bogo y 2 Dr funkcional '(x; y) imeet edinstvennu� to-
qku x = V (y) 2 Dr absol�tnogo minimuma po x. Dalee, pokazyvats�, qto
suwestvuet posledovatel~nost~ fyng taka� qto

F (yn) +G(yn) = 0 (4)
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Ots�da sleduet, qto mno�estvo fF (yn)g kompaktno, t.e. posledovatel~-
nost~ fyng sil~no shodits�. Pust~ yn ! x0. Iz predel~nogo perehoda v
(4) poluqim F (x0) +G(x0) = 0.

Zameqanie 2. V [2,xx18.2] dokazano utver�denie (
): Pust~ hem-
inepreryvny� monotonny� operator S iz H v H udovletvor�et uslovi�:
suwestvuet r > 0 takoe, qto (S(x); x) > 0 esli kxk > r. Togda suwest-
vuet rexenie uravneni� S(x) = 0. Esli S = F +G, F strogo monotonny�
operator, to utver�denie (
) ne verno. De�stvitel~no, pust~ F = A

line�ny� samosopr��enny� operator iz H v R(A) � H; (Ax; x) > 0, x 6= 0
i R(A) 6= H. Togda suwestvuet g 62 H nR(A). Pust~ S(x) = Ax+(1�kxk2)g.
Sledovatel~no dl� kxk = 1 imeem (S(x); x) > 0. Predpolo�im, qto suwest-
vuet x0, jx0k < 1 takoe qto S(x0) = 0, t.e. Ax0 = (kx0k

2 � 1)g. Ots�da
vytekaet, qto Ay0 = g, gde y0 = x0(kx0k

2 � 1), qto nevazmo�no.

Zameqanie 3. Uslovie (4) teoremy 1 budet vypolneno, naprimer, es-
li: f(x) � �kxk2 � > 0, x 2 H; kG(x)k � �(kxk), gde � ubyva�wa� neotri-
catel~na� funkci� na [0;1). De�stvitel~no, tak kak f(x) + (xG(y)) �
�kxk2 � kxk�(kyk), to dl� kxk = r i kyk � r imeem f(x) + (x;G(y)) �
�r2 � r � �(r). Oqevidno mo�no vybrat~ r > 0 takoe qto �r2 � r�(r) > f(0).
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