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TEOREMY VLO�ENI�

DL� ODNOGO KLASSA FUNKCI�

B. Lakoviq

Rez�me. Rassmatriva�ts� nekotorye klassy funkci� tipa Besova v metrike
Lp, p = (p1 . . . ; pn) i dokazyva�ts� teoremy vlo�eni� i sovpadani� dl� �tih klassov.
Dl� p1 = p2 = � � � = pn poluqennye rezul~taty sovpada�t s izvestnymi rezul~tatami.

V �to� stat~e rassmatrivaets� odin klass funkci� tipa Besova
v smexanno� metrike i dokazyva�ts� teoremy vlo�eni� po vektornym
parametram p i k, s pomow~� kotoryh opredel�ets� �tot klass.

Prostranstvo Lp([0; 2�]
n), p = (p1; p2; . . . ; pn), 1 � pi � 1, i = 1; 2; . . . ; n

opredel�ets� [1] kak mno�estvo izmerimyh funkci� f(x1; . . . ; xn), 2�-
periodiqeskih po ka�domu peremennomu i takih, qto

kfkp([0; 2�]
n) � kfkp = k . . . kkfkp1kp2 . . . pn

Esli
R 2�
0

fdxi = 0 poqti dl� vseh x1; . . . ; xi�1; xi+1; . . . ; xn i dl� vseh i =

1; 2; . . . ; n to dl� prostranstv Lp budem ispol~zovat~ i oboznaqenie L0p.

Qerez !ki1;...;kim(f; Æi1; . . . ; Æim)p oboznaqim smexanny� m-merny� (m �
n) modul~ gladkosti por�dkov Kij po peremennym xij funkcii f 2 Lp([0;
2�]n):

!ki1;...;kim(f; Æi1; . . . ; Æim)p = sup
jhi1j�Æi1;...;jhimj�Æim




�ki1...kim
hi1...him





p

gde

�ki
hif =

kiX
�i=0

(�1)ki��iC�i
kif(x1; . . . ; xi�1; xi + �ihi; xi+1; . . . ; xn);

�
ki1...kij
hi1...hij

F = �ki1
ki1

(�
ki2...kij
ki2...kij

F )
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Sledu� M. K. Potapovu, opredelim na�luqxee pribli�enie m-
mernym \uglom" funkcii f po peremennym xi1; . . . ; xim kak veliqinu

Yli1...lim(f)p = inf
Tli1 ;...;Tlim




f � mX
j=1

Tlij





p
; lij 2 N [ f0g

gde ka�da� funkci� Tlij 2 Lp i �vl�ets� trigonometriqeskim polinomom
por�dka lij tol~ko po odno� peremeno� xij.

Pust~ funkcii �i(t), i = 1; 2; . . . ; n udovletvor��t uslovi�m: Ka�da�
funkci� �i(t) 1

Æ izmerima na [0; 2�]n 2Æ summiruema na [Æi; 2�] dlja ka�dogo
Æi 2 (0; 2�).

Klass funkcii SB(p; �; k; �), � = (�1; . . . ; �n), �i 2 (0;1), k = (k1; . . . ;
kn), ki 2 N , � = (�1(t1); �2(t2); . . . ; �n(tn)), opredelim kak mno�estvo
funkci� f(x1; . . . ; xn) 2 Lp([0; 2�]

n) i takih, qto dl� ka�dogo nabora qisel
i1; i2; . . . ; im, 1 � ij � n, 1 � j � m � n veliqina.

I�im1 =

Z 2�

0

�in(tim)

(
. . .
nZ 2�

0

�i1(ti1)!ki1...kim(f; ti1; . . . ;

tim)pdti1

o�i2=�i1
dtim�1

)�im=�im�1

dtim

koneqna.

Budem govorit~, qto vektor � udovletvor�et � = (�1; . . . ; �n) uslo-
vi�, esli suwestvu�t de�stvitel~nye qisla �i, i = 1; . . .n takie, qto dl�
ka�dogo Æi 2 (0; 2�) i "i > 0Z Æi

0

�i(t)t
�idt =1 i

Z Æi

0

�i(t)t
�i�"idt =1:

Esli ewe vypolneny uslovi�Z Æi

0

�i(t)t
��i dt�

Z 2Æi

Æi

�i(t)
��i dt; i = 1; . . . ; n; �i � ��i

to budem govorit~, qto vektor � udovletvor�et �� uslovi�, priqem
zapis~ A(f) � B(f) budet oboznaqat~, qto dl� funkcionalov A(f) i
B(f) suwestvuet posto�nna� C { mo�et byt~, da�e zavis�wa� ot neko-
toryh fiksirovannyh parametrov, no ne zavis�wa� ot f { taka� qto
A(f) � C �B(f).

Budem govorit~, qto vektor � udovletvor�et � = (�1; . . . ; �n), �i-
de�stvitel~nye qisla, uslovi�, esli dl� ka�dogo Æ 2 (0; �)Z 2�

2Æ

�i(t)t
�idt�

Z 2Æ

Æ

�i(t)t
�idt:

Cel~� stat~i �vl�ets� dokazatel~stvo sledu�wih teorem:
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Teorema 1. Pust~ vektor � udovletvor�et �� = (��1 ; . . . ; �
�
n) uslovi�

1 � pi �1, 0 < �i <1. Togda:

a. esli ki�i < �i 8i = 1; . . . ; n to klass SB(p; �; k; �) soder�it vse
konstanty i tol~ko ih;

b. esli suwestvu�t qisla i1; . . . ; il, 1 � l < n takie, qto kis�is < �is,
s = 1; . . . ; l i j1; . . . ; jn�1 takie, qto ki��i� � �i� , � = 1; . . . ; n � l, to klass
SB(p; �; k; �) soder�it vse funkcii, zavis�wie ot xj ; . . . ; xjn�l i tol~ko �ti
funkcii;

v. esli ki�i � ��i i k
(1)
i �i � ��i dl� ka�dogo i = 1; 2; . . . ; n to klassy

SB(p; �; k; �) i SB(p; �; k(1); �) sovpada�t dl� vseh k i k(1);

g. esli �i � k
(2)
i �i < ��i , dl� ka�dogo i = 1; 2; . . . ; n to klass

SB(p; �; k(1); �) ne sovpadaet ni s onim iz klassa v.

Teorema 2. Pust~ vektory p, q, ��, �, k, k� takie qto 1 � pi <
qi � 1, 0 < �i < 1, ki�i � ��i , k

�
i � ��i =�i � 1=pi � 1=qi, �i=�i � Ri (gde

zdes~ i v dal~ne�xem pol~zuems� oboznaqeniem Ri = 1=pi � 1=qi), vektor
� udovletvor�et �� i � uslovi�m i ��(t1; . . . ; tn) = (��1(t1); . . . ; �

�
n(tn)) gde

��i (ti) = �i(ti)t
�iRi

i . Togda spravedlivo vlo�enie

SB(p; �; k; �) � SB(q; �; k�; ��)

Analogiqnye rezul~taty dl� funkcii odno� peremenno� poluqeny
Potapovym [2] i [3].

Dokazatel~stvo utver�deni� a. i b. teoremy mo�no provesti kak
i dokazatel~stvo analogiqnyh utver�deni� dl� funkci� odno� peremen-
no� i my ego opuskaem. Dl� dokazatel~stva utver�deni� g. dostatoqno na
sluqa� funkcii n peremennyh perenesti sledu�wi� primer: Nepreryv-
na� funkci� f(x) =

P1
n�1 a

n cosa�nx 0 < a; 1 imeete moduli nepreryvnosti

[4] !(f; t)c = O(t) i !1(f; t) > A ln t�1 gde A nekotora� polo�itel~na� kon-
stanta. Esli polo�it~

�(t) = t���1(ln t�1)�
 gde 1 < 
 � 1 + �; to

Z Æ

0

�(t)!01(f; t)cdt =1

i
R Æ
0
�(t)!02(f; t)cdt <1 i, znaqit, f 2 B(p; �; 2; �), no f 62 B(p; �; 1; �).

Dl� dokazatel~stva qasti v. teoremy 1 i teoremy 2 nam nu�ny
nekotorye lemmy.

Esli oboznaqit~ �i(n) =
R 2�2�n
2�n

�i(ti)dti. to spravedliva

Lemma 1. [2] Pust~ vektor �(t1; . . . ; tn) udovletvor�et �� uslovi� i
ki�i � ��i , 8i = 1; . . . ; n. Togda, dl� m � 0

S �

1X
n=m

�i(n)

2nki�i
�

�(m)

2mki�i
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Lemma 2. Esli f 2 Lp([0; 2�]
n), i1; . . . ; im(1 � ij � m � n) dannye

natural~nye qisla, to

Yli1...lim(f)p � !ki1...kim(f; 1=lij + 1; . . . 1=lim + 1)p �

�

mY
j=1

(lij + 1)kij
li1X

�ij=0

� � �

limX
�im=0

mY
j=1

(�ij + 1)kij�1Y�i1...�im(f)p

Dl� funkcii odno� peremenno� lemma 2 dokazana v [4], a dl� funkci�
mnogih peremennyh v [5].

Lemma 3. [1] i [3]:

a. Esli an � 0, 0 < � < � <1, to (
P1

n=1 a
�
n)

1=� � (
P1

n=1 a
�
n)

1=�.

b. Pust~ an � 0, bn � 0, 1 � � <1,
P1

n=m an = am�m. Togda

1X
n=1

an

 
nX

m=1

bm

!�

�

1X
n=m

an(bn�n)
�

v. Pust~ an � 0, bn � 0, 1 � � <1,
P1

n=1 an = am
m. Togda

1X
n=1

an

 
1X

m=n

bm

!�

�
1X
n=1

an(
nbn)
�:

Qerez SY (p; �; �) oboznaqim klass funkci� f 2 Lp([0; 2�]
n) takih qto

dl� vseh i1; . . . im, 1 � ij � n, 1 � j � m � n.

P1
im=0 �im(im)

�
. . .
nP1

i1=0 �i1(i1)Y
�i1
I1;...;Im

(f)p

o�i2=�i1
. . .

��im=�im�1

< 1,

gde dl� kratkosti polo�eno Ik = 2i
�1

k , k = 1; . . . ;m.

Lemma 4. Pust~ funkci� �(t1; . . . ; tn) udovletvor�et �� uslovi� i
ki�i � ��i , 8i = 1; . . . ; n. Togda: SY (p; �; �) � SB(p; �; k; �).

Dl� prostoty dokazatel~stva, lemmu 4 provedem dl� sluqa� n = 2.
Tak kak modul~ gladkosti nepreryvna� neubyva�wa� funkci�, to

I�12 �

1X
n2=0

�2(n2)

(
1X

n1=0

�1(n1)!
�1
k1k2

(f; 2�n12�n2)p

)�2=�1

� I�22

uqityva� lemmu 2, poluqim, qto

I�22 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

(
1X

n1=0

�1(n1)2
�n1k1�1P �1

)�1=�2

;

gde

P =

n1X
m1=1

n2X
m2=0

2m1k12m2k2YM1M2
(f)p
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i gde, kak i vyxe, Mi = 2mi�1, i = 1; 2.

Pust~ 0 < �1 < 1. Primena�� lemmu 3a, potom lemmu 1 poluqim:

I�22 �

�

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

(
1X

n1=0

�1(n1)2
�n1k1�1

n1X
m1=0

n1X
m2=0

2m1k1�12m2k2�2Y �1

)�2=�1

=

=

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

(
n2X

m2=0

2m2k2�1

1X
m1=0

2m1k1�1y�1
1X

n1=m1

�1(n1)2
�n1k1�1

)�2=�1

�

�

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

(
n2X

m2=0

2n2k2�1
1X

m1=0

�1(n1)Y
�1
M1M2

(f)p

)�2=�1

:

Esli �2 < �1, to, primen�� ewe raz lemmu 3a, a potom lemmu 1 imeem:

I�22 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

n2X
m2=0

2m2k2�2

(
1X

m1=0

�1(m1)Y
�1

)�2=�1

�

�

1X
n2=0

�2(m2)

(
1X

m1=0

�1(m1)Y
�1
M1M2

(f)p

)�2=�1

(1)

Dl� �2 � �1 to �e neravenstvo sleduet posle primeneni� lemm 3b i 1.
Pust~ teper~, �1 � 1. Uqitiva� lemmu 3b, a potom lemmu 1, imeem:

I�22 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

8<
:

1X
n1=0

�1(n1)2
�n1k1�1

"
n2X

m2=0

2n1k12m2k2Y

#�19=
;

�2=�1

Tak kak �1 � 1, mo�no primenit~ neravenstvo Minkovskogo dl� summ:

I�22 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2k2�2

8<
:

n2X
m2=0

"
1X

n1=0

�1(n1)2
m2k2Y

#1=�19=
;

�2

otkuda esli �2 > 1, primen�� lemmu 3b, aesli �2 � 1 lemmu 3a, a potom
lemmu 1 poluqim neravenstvo (1). Lemma 4 �tim dokazana.

Lemma 5. Esli 1 � pi � 1, 0 < �i <1, to SB(p; �; k; �) � SY (p; �; �).

Dokazatel~stvo lemmy sleduet neposredstvenno iz opredeleni� ras-
smatrivaemyh klassov i lemmy 2.

Lemma 6. [2]Esli vektor �(t1; . . . ; tn) udovletvor�et � uslovi� to

a. 2n�i � �i(n) b.
Pm

n=0 �i(n)2
�n�i � �i(m)2�m�i.
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Lemma 7. [6] Pust~ f 2 Lp([0; 2�]
n), 1 � pi � qi � 1, �i = qi esli

qi <1 i �i = 1, esli qi =1. Togda, esli veliqina

I�n =
1X

mn=0

8><
>:. . .

8<
:

1X
m2=0

 
1X

m1=0

S

!�2=�1
9=
;

�3=�2

. . .

9>=
>;

�n=rhon�1

;

gde

S =

nY
i=1

2miRi�Y �1
M1M2

(f)p;

koneqna, to f 2 L0q([0; 2�]
n) i krome togo, spravedlivo neravenstvo

Y �n
k1...kn

(f)q �

1X
mn=kn

8><
>:. . .

2
4 1X
m2=k2

 
1X

m1=k1

S

!�2=�1
3
5
�3=�2

. . .

9>=
>;

�n=�n�1

Lemma 8. Pust~ f 2 Lp([0; 2�]
n). Togda f =

P
i�ij�n Fi1...ij...im + F0

gde F0 konstanta, a
R 2�
0 Fi1...ij...imdxij = 0 dl� poqti vseh i1; dots; ij � 1; ij +

1; dots; im i vseh j = 1; 2; . . . ;m i Fi1...ij...im 2 Lp�([0; 2�]
m), p� = (pi1; . . . pim).

Utver�denie lemmy 8 est~ sledstvie analogiqno� lemmy Lizorki-
na-Nikol~skogo [7] dl� sluqa� p1 = p2 = � � � = pn.

Lemma 9. Esli f 2 L0p([0; 2�]
n), to

!k1...ks(t; Æ1; . . . ; Æs)p� � !k1...ks...kn(f; Æ1; . . . ; Æs; 1; . . . ; 1)p

V metrike Lp lemma 9 dokazana v [8], a v metrike L0p dokazatel~stvo
analogiqno.

Qerez
P

SB0(p; ��) oboznaqim klass funkci� f(x1; . . . ; xn) 2 Lp([0;
2�]n) i takih, qto dl� vseh funkci� Fi1...im iz lemmy 8 spravedlivo ner-
avenstvo

I�im1 =

Z 2�

0

�im(tim)

(
. . .
nZ 2�

0

�i1(ti1)!ki1...kim(Fi1...im; ti1; . . . ; tim)p�

dti1

o�i2=�i1
. . .

)�im=�im�1

dtin <1 (2)

Pri vypolnenii uslovi� (2) dl� funkcii Fi1...im iz lemmy 8 budem pisat~,
qto Fi1...im 2 SB0(p

�; ��; ��; k;m�), p� = (pi1; . . . ; pim), �ast = (�i1; . . . ; �im),
�� = (�i1(ti1); . . .�im(tim)), k� = (ki1; . . . ; kim).

Lemma 10. Klassy SB(p; �; �; n) i
P

SB0(p; �; �; n) sovpada�t.

Utver�denie lemmy sleduet iz lemmy 9 i togo obsto�tel~stva, qto

!ki1...kis(Fi1...is; Æi1; . . . ; Æis)p� = !ki1...kis(f � �; Æis; . . . ; Æis)p�
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gde � { summa vseh funkci� iz lemmy 8 zavis�wih ot vseh xij d	a vy-
brannyh indeksov.

Lemma 11. [9] Esli funkci� �(t) udovletvor�et � uslovi�, 0 < � <1,
0 < � <1, An � 0 dl� vseh n = 1; 2; . . . , to spravedlivo neravenstvo(

1X
n=1

2n��=�A�
2n

)1=�

�

(
1X
n=1

�(n)A�
2n

)1=�

:

Dokazatel~stvo teoremy 1 v. Iz lemm 4 i 5 sleduet, qto esli vek-
tor �(t1; . . . ; tn) udovletvor�et �� uslovi�, to dl� ka�dogo ki, ki�i � ��i ,
8i = 1; . . . ; n klassy SB(p; �; k; �) sovpada�t s klassom SY (p; �; �) no togda
sovpada�t i me�du sobo�, a �to i est~ utver�denie teoremy 1v.

Dokazatel~stvo teoremy 2. I �tu teoremu my doka�em dl� sluqa�
n = 2. Pust~ f(x; y) 2 SB(p; �; k; �). Togda, po lemme 10, f 2

P
SB0(p; �;

k; �) i dl� funkci� F12, F1 i F2 iz lemmy 8 spravedlivy neravenstva:

I�23 =

Z 2�

0

�2(t2)

�Z 2�

0

�1(t1)!
�1
k1k2

(F12; t1; t2)pdt1

��2=�1

dt2 <1

I4 =

Z 2�

0

�1(t)!
�1
k1
(F1; t)p1dt <1

I5 =

Z 2�

0

�2(t)!
�2
k2
(F2; t)p2dt <1:

Nado dokazat~, qto f 2 SB(q; �; k�; ��) ili f 2
P

SB0(q; ���:n). Doka�em
snaqala, qto F � F12 2 L0q. Dl� �togo, po lemme 7, dostatoqno prverit~,
qto xodits� r�d

A =

1X
n2=0

(
1X

n1=0

2n1R1�12n2(1=p2�1=q1)�1Y �1
N1N2

(F )p

)�1=�2

:

tak kak �i � �iRi, to

A�

1X
n2=0

(
1X

n1=0

2n1R1�1=�22n2�2�1=�2Y �1
N1N2

(F )p

)�2=�1

:

Primen�� dva raza lemmu 11, poluqim:

A�

8<
:

1X
n2=0

�2(n2)

"
1X

n1=0

�1(n1)Y
�1
N1N2

(F )p

#�2=�19=
;

�2=�1

:

Iz predpolo�eni�, qto I3 <1 i lemmy 5 sleduet xodimost~ r�da

1X
n2=0

�2(n2)

(
1X

n1=0

�1(n1)Y
�1
N1N2

(F )p

)�2=�1

:
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�tim dokazano, qto i A < 1, t.e. F12 2 L0q. Tem �e sposobom mo�no

dokazat~, qto F1 2 L0q1 i F2 2 L0q2 i, znaqit, f 2 Lq([0; 2�]
n). Vek-

tor � udovletvor�et �� uslovi�. Netrudno videt~, qto vektor ��

udovletvor�et �0� uslovi�, gde �0� = (�0i
�; . . . ; �0n

�) i �0i
� = ��i �Ri�i. Togda

dl� k�i � ��i =�i na osnovanii teoremy 1 sleduet:

I�26 =

Z 2�

0

��2(t2)

�Z 2�

0

��1(t1)!
�1
k�
1
k�
2

(F12t1; t2)p

��2=�1

dt2 �

�

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2R2�2

(
1X

n�1=0

�1(n1)2
�n1R1�1B�1=�2

)�2=�1

gde B =
P1

m2=n2
2m2R2�2

�P1
m1=n1

2m1R1�1Y �1(F )p
��1=�2

.

I. Pust~ �1 � �2. Primen�� lemmu 3a, a zatem men�� por�dok sum-

mirovani�, imeem I�26 �
P1

n2=0
�2(n2)2

�n2R2�2
�P1

n1=0
�1(n1)2

�n1R1�1C
	�2=�1

�
P1

n2=0
�2(n2)2

�n2R2�2
�P1

n2=0
2m2R1�1

P1
n1=0

�1(n1)2
�n1R1�1D�1=�1

	�2=�1
gde

C =
P1

m2=n2
2m2R2�1

�P1
m1=n1

2n1R1�1Y �1
��1=�1

, D =
P1

m1=n1
2m1R1�1Y �1 .

Ia. Pust~ �1 � �1. Primen�� lemmu 3a, men�� por�dok summirovani�,
i primen�� lemmu 6, poluqim qto

E =

1X
n1=0

�1(n1)2
�n1R1�1 �D�1=�1 �

1X
n1=0

�1(n1)2
�n1R1�1 �

1X
m1=n1

2m1R1�1Y �1 =

=
1X

m1=0

2m1R1�1Y �1

m1X
n1=0

�1(n1)2
�m1�12n1[�1�R1�1] �

�
1X

m1=0

�1(m1)Y
�1
M1M2

(F )p

Ib. Esli �1 < �1, to, primen�� lemmu 3v, a zatem lemmu 6, poluqim,
qto i v �tom sluqae

E �

1X
m1=0

�1(m1)Y
�1
M1M2

(F )p

Togda I�26 �
P1

n2=0
�2(n2)2

�n2R2�2
�P1

m2=n2
2m2R2�1

P1
m1=0

�1(m1)Y
�1
	�2=�1

.
Esli �2 � �1, to primen�� lemy 3b i 6 poluqim, qto

I�26 �
1X

n2=0

�2(n2)

(
1X

m1=0

�1(m1)Y
�1
M1M2

(F )p

)�1=�2

(3)

Esli �2 < �1, to primen�� lemmu 3a, men�� por�dok summirovani�, i
primen�� zatem lemmu 6, poluqim spravedlivost~ neravenstva (3).
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II. Pust~ �1 > �1. Primen�� neravenstvo Minkovskogo poluqim:

I�26 �
1X

n2=0

�2(n2)2
�n2R2�2

(
1X

m2=0

2m2R2�2G�2=�1

)�2=�2

; gde

G =
1X

n2=0

�1(n1)2
�n2R2�1 �D:

Esli �1 > �1, to po lemme 3a imeem:

I�26 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2R1�2

(
1X

m2=n2

2m2R2�2H�2=�1

)�2=�2

; gde

H =

1X
n1=0

�1(n1)2
�n2R1�1

1X
m1=n1

2m1R1�1Y �1(F ):

Izmen�� por�dok summirovani�, uqitiva�, qto �i � Ri�i i primen�� lem-
mu 6, poluqim:

I�26 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2R2�2

8<
:

1X
m2=n2

2m2R2�2

"
1X

m1=0

�1(n1)Y
�1

#�2=�19=
;

�2=�2

Esli �2 > �2, to na osnovanii lemmy 3a,

I�26 �

1X
n2=0

�2(n2)2
�n2R2�2

1X
m2=n2

2m2R2�2

(
1X

m1=0

�1(m1)Y
�1

)�2=�1

Iz �togo neravenstva sleduet spravedlivoost~ neravenstva I�26 � 1.

Neravenstvo I�26 � 1 i v ostal~nyh sluqa�h mo�no poluqit~ primene-
niem lemm 3a.b.v lemmy 6.

Analogiqno poluqa�ts� i ocenki

I7 =

Z 2�

0

��1(t)!
�1
k�
1

(F1; t)qdt <1; I8 =

Z 2�

0

��2(t)!
�2
k�
2

(F2; t)q2dt <1:

Teorema dokazana.
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