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NICHTLINEARES RANDWERTPROBLEM 4. ORDNUNG

H. Herold

Abstract. Mittels eines Iterationsverfahrens wird die Existenz und Eindeutigkeit einer
L�osung des nichtlinearen Randwertproblems

w(4) = f(x;w); w(a) = w0(a) = 0 = w(b) = w0(b)

nachgewiesen, wobei f bei x = a und x = b Singularit�aten aufweisen darf. Der De�nitionsbereich
von f unterliegt einer Minimalforderung (was eine optimale Aussage �uber den L�osungsverlauf
erm�oglicht) und die Konvergenzbedingung ist nicht abschw�achbar. Als Anwendung wird der Ab-
stand zweifacher Nullstellen der L�osungen gewisser komplexer Di�erentialgleichungen 4. Ordnung
abgesch�atzt.

Picard [3] bewies mit einem die Greensche Funktion benutzenden Itera-
tionsverfahren einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur die L�osung des Randw-
ertproblems

y00 = f(x; y) y(a) = y(b) = 0:

Das Picardsche Resultat wurde von Avakumovi�c [1] in mehrfacher Hinsicht unter
nicht abschw�achbaren Bedingungen und Erzielung optimaler Aussagen verallge-
meinert. Aus der Reihe sp�aterer das 2. Randwertproblem betre�ender, hier nicht
weiter in Betracht zu ziehender Ver�o�entlichungen, sei noch die Arbeit von Grunsky
[2] genannt, in der das Randwertproblem 2. Ordnung im Komplexen unter Her-
anziehung eines auf einer Fl�achenintegralformel beruhenden Iterationsverfahrens
behandelt wird.

Im folgenden wird nun ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�r die L�osung des
Randwertproblems 4. Ordnung

w(4) = f(x;w); w(a) = w0(a) = 0 = w(b) = w0(b)

hergeleitet, wobei die komplexwertige Funktion f (die unabh�angige Variable x kann
o.E. reell angenommen werden) Singularit�aten f"ur x = a und x = b aufweisen kann.
Dieser Satz enth�alt in einem Spezialfall insbesondere die Aussagen, welche denjeni-
gen in [1] hinsichtlich des 2. Randwertproblems erzielten g�anzlich analog sind. Als
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Anwendung des Satzes wird dann der Abstand zweifacher Nullstellen der L�osungen
einer Klasse nichtlinearer sowie linearer komplexer Di�erentialgleichungen 4. Ord-
nung abgesch�atzt.

Im folgenden werden Eigenschaften einer Greenschen Funktion ben�otigt: Sei
h : (a; b) ! [0;1) stetig und h(x) = O((x � a)�(b � x)�) mit �; � � �2. Die
L�osung H des Randwertproblems

(1)

(
w(4) = h(x) (a < x < b);

w(a) = w0(a) = 0 = w(b) = w0(b)

l�a�t sich mittels der Greenschen Funktion G in der Form darstellen

(2) H(x) =

Z b

a

G(x; s)h(s)ds (a � x � b):

(Anmerkungen: zun�achst w�are limx!a w(x) = 0 usw. zu schreiben; es gen�ugte,
�; � > �3 zu fordern).

G ist symmetrisch: G(x; s) = G(s; x) f�ur a � x, s � b, es gilt

G(x; s) > 0 f�ur a < x; s < b;(3) Z b

a

G(x; s)ds = (x� a)2(b� x)2=24 f�r a < x < b(4)

und

(5) G(x; s) � 1

2

(s� a)2(b� s)2

b� a
f�ur a � x; s � b:

Bemerkung. In (5) gilt Gleichheit f�ur x = s = 1=2.

Zum Beweis dieser Aussagen �uber G werde o.E. a = 0, b = 1 angenommen.
Dann ist G gegeben durch

(6) G(x; s) =

(
1=6 � s2(1� x)2[2x(1� s) + x� s] f�ur O � s � x � 1

1=6 � x2(1� s)2[2s(1� x) + s� x] f�ur 0 � x � s � 1:

Hier k�onnen Symmetrie und Eigenschaft (3) von G unmittelbar abgelesen werden.
Die Darstellung (2) f�ur die L�osung von (1) l�a�t sich mit (6) an Hand der AufspaltungZ 1

0

G(x; s)h(s)ds =

Z x

0

G(x; s)h(s)ds +

Z 1

x

G(x; s)h(s)ds

veri�zieren. Formel (4) ergibt sich durch die Spezialisierung h(x) � 1 in (1), (2).

F�ur die Absch�atzung (5) kann man sich auf den Fall 0 < s � x beschr�anken.
F�ur festes s sei

g(x):=(1� x)2[2x(1� s) + x� s] f�ur 0 < x < 1:
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Mann �ndet

g(x) �
�

1

3� 2s

�
= 4

(1� s)3

(3� 2s)2
� (1� s)2

2
:

Also gilt G(x; s) � s2(1� s)2=12 f�ur O � s � x.

Bezeichnung. Eine reell- oder komplexwertige Funktion f mit jf(x;w)j �
h(x) f�ur alle (x;w) mit a < x < b, jwj < H(x) (w 2 R oder w 2 C) hei�t zul�assig.

Beispiele zul�assiger Funktionen. Stets sei A eine positive Konstante.

1. jf(x;w)j � A f�ur a < x < b, jwj � A(x� a)2(b� x)2=24 (man beachte (4)).

2. jf(x;w)j � A=(x� a)(b� x) f�ur a < x < b, jwj � A(b� a)2=72 
denn wegen (5) gilt H(x) � A

12(b� a)

Z b

a

(s�a)(b� s)ds = A(b�a)2=72

!
; oder

(a = 0; b = 1 angenommen):

jf(x;w)j � A=x(1� x) f�ur O < x < 1;

jwj � H(x) = A=6 � [x(1� x) + x3 lnx+ (1� x)3 ln(1� x)]

(man beachte: H(x) = Ax(1� x)=6, H(x) � H(1=2) = A(1� ln 2)=24).

3. jf(x;w) � A=(x� a)2(b� x)2 f�ur a < x < b, jwj � A=12

(denn wegen (5) gilt H(x) � A=12).

Satz. Sei ' : (a; b) ! [0;1) eine stetige Funktion ('(x) 6� 0), so da�

lim(x� a)2(b� x)2'(x) f�ur x! a, b existieren. Der kleinste Eigenwert des positiv

de�niten Eigenwertprohlems

(7)

(
y(4) � �'(x)y = 0 (a < x < b);

y(a) = y0(a) = 0 = y(b) = y0(b)

sei > 1.

Sei f eine zul�assige Funktion mit jf(x;w) � f(x;
�
w) � '(x)jw � �

wj f�ur alle

(x;w), (x;
�
w) mit a < x < b und jwj, �wj � H(x).

Dann besitzt das Randwertproblem

(8)

(
w(4) = f(x;w) (a < x < b);

w(a) = w0(a) = 0 = w(b) = w0(b)

genau eine L�osirng w und f�ur diese gilt jw(x)j � H(x) f�ur a � x � b.

Bemerkungen. 1. F�ur den kleinsten Eigenwert �0 von (7) mit '(x) � L, L
eine positive Konstante, gilt

�0L(b� a)4 = �4;

wobei � = 4; 730 . . . die kleinste positive L�osung von cos � cosh� = 1 ist.
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2. Im Falle '(x) = A(x � a)�2(b � x)�2, (A > 0) ist 24A�1 der kleinste
Eigenwert von (7).

3. Eine hinreichende Bedingung daf�ur, da� der kleinste Eigenwert von (7)
gr�o�er 1 ist, lautet Z b

a

(s� a)2(b� s)2'(s)ds � 12(b� a):

4. Die L�osung von (8) mit f(x;w) � h(x) ist gerade w(x) = H(x).

5. Ist f auf [a; b]�R oder [a; b]�C stetig, kann die Forderung der Zul�assigkeit
von f entfallen (bei Verzicht auf die Aussage �uber den L�osungsverlauf).

6. Die Bedingung f�ur den kleinsten Eigenwert von (7) kann nicht abgesch-
w�acht werden.

Auf die Beweise der 3. und 5. Bemerkung wird beim Beweis des Satzes
eingegangen. Zum Beweis der letzten Bemerkung beachtet man zun�achst, da�
� = 1 der kleinste Eigenwert von (7) mit '(x) = �0L ist.

Sei y0 mit y0(x) > 0 f�ur a < x < b eine Eigenfunktion zu �0. Betrachtet
wird (8) mit f(x;w) = �0Lw. Mit h(x) = �0Ly0(x) und H(x) = y0(x) ist f eine

zul�assige Funktion, f�ur die f(x;w) � f(x;
�
w) = �0L(w � �

w) gilt. Das betrachtete
Randwertproblem besitzt die unendlich vielen L�osungen

w(x) = cy0(x); jcj � 1; mit jw(x)j � H(x):

Weiterhin sei festgestellt, da� (8) mit f(x;w) = �0Lw + g(x), g 2 C[a; b], i.a.
unl�osbar ist.

Dem Beweis des Satzes sei noch eine �Uberlegung vorangestellt:

Das Eigenwertproblem (7) ist gem�a� (1), (2) �aquivalent der mit einem wegen
(5) stetigen und wegen (3) positiven Kern versehenen Fredholmschen Integralgle-
ichung

(9) y(x) = �

Z b

a

G(x; s)'(s)y(s)ds

im Raum C[a; b], die abz�ahlbar viele Eigenwerte ohne endlichen H�aufungspunkt
bezitzt (Anmerkung: die hier nicht ben�otigte) Existenz eines Eigenwerts folgt
('(s) 6� 0 in einem Teilintervall) aus dem 1. Satz in [4]. Es wird gezeigt, da�
s�amtliche Eigenwerte von (7) positiv sind:

Sei � ein komplexer Eigenwert von (7) und Y zugeh�orige (komplexwertige)
Eigenfunktion. Das Y aufgrund der gem�a� (9) bestehenden Integraldarstellung bei
x = a und x = b von h�oherer als erster Ordnung verschwindet, ergibt sich aus der
Identit�at

Y (4)(x)� �'(x)Y (x) � 0 (a < x < b)

durch Integration die Existenz von

limY 000(x) und limY 00(x) f�ur x! a; b
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Damit folgt durch Multiplikation der Identit�at mit Y (x) und anschlie�ende partielle
Integration aufgrund der von Y erf�ullten Randbedingungen:

�

Z b

a

'(s)jY (S)j2ds =
Z b

a

Y (4)(s)Y (s)ds = Y 000Y
��b �

�
Z b

a

Y 000(s)Y
0
(s)ds = �Y 00Y 0

��b
a +

Z b

a

jY 00(s)j2ds =
Z b

a

jY 00(s)j2ds:

Also gilt

� =

Z b

a

jY 00(s)j2ds
 Z b

a

'(s)jY (s)j2ds
!�1

> 0:

Damit ist gezeigt, da� (7) positiv de�nit ist.

Die L�osung des Randwertproblems (8) soll nun mittels des Iterationsver-
fahrens

(10) wn+1(x) =

Z b

a

G(x; s)f(s; wn(s))ds (n 2 N)

gewonnen werden.

Ist wn 2 C[a; b] mit jwn(x)j � H(x) f�ur a � x � b, so gilt nach Voraussetzung

jf(s; wn(s)) � h(s)ds f�ur a < s < b;

so da� aus (1) wegen (3)

jwn+1(x)j �
Z b

a

G(x; s)h(s)ds = H(x) f�ur a � x � b

folgt. Die unbegrenzte Durchf�uhrbarkeit des Iteratonsprozesses (1) ist damit
gew�ahrleistet. F�ur eine Grenzfunktion w der Folge fwng gilt ebenfalls

jw(x)j � H(x) f�ur a � x � b:

Aus (10) erh�alt man aufgrund der f�ur f vorausgesetzten varallgemeinerten
Lipschitzbedingung f�ur n � 2

(11) jwn+1(x)� wn(x)j �
Z b

a

G(x; s)h(s)jwn(s)� wn�1(s)jds:

Setzt man p1(x):= jw2(x)� w1(x)j und de�niert f�ur n � 2

(12) pn(x):=

Z b

a

G(x; s)'(s)pn�1(s)ds;

so folgt wegen (11) f�ur alle n 2 N
jwn+1(x) � wn(x)j � pn(x):
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Setzt man Pn(x):=
Pn

k=1 pk(x), dann erh�alt man aus (12) f�ur n � 2

Pn(x) =

Z b

a

G(x; s)'(s)Pn�1(s)ds+ P1(x):

Da voraussetzungsgem�a� die Integralgleichung (9) keinen Eigenwert � mit j�j � 1
hat ergibt sich bekanntlich die gleichm�a�ige Konvergenz der Folge fPng auf [a; b],
weshalb dann auch gleichm�a�ige Konvergenz der Folge fwng auf [a; b] vorliegt.

Um die Eindeutigkeit der L�osung nachzuweisen, nimmt man an, w und
�
w

seien zwei L�osungen des Randwertproblems (8). Dann folgt

jxn(x)�w(x)j �
Z b

a

G(x; s)'(s)Pn�1ds+ P1(x):

Setzt man p1(x):= jw(x) � �
w(x)j und de�niert pn durch (12), so l�a�t sich jw(x) �

�
w(x)j � pn(x) folgern, woraus w(x) � �

w(x) � 0 geschlossen wird.

Die 5. Bemerkung folgt daraus, da� beim Konvergenzbeweis nur verwendet
wird, da�die Bildung einer Iterationsfolge nach (10) gew�ahrleistet ist.

Beweis der 3. Bemerkung: Sei �1 der kleinste Eigenwert von (9) und y1 eine
zugeh�orige Eigenfunktion. Dann folgt

jy1(x)j < �1 max
a�x�b

jy1(x)j
Z b

a

G(x; s)'(s)ds:

Setzt man hier speziell x = x0, wobei jy1(x0)j = max
a�x�b

jy1(x)j gelte, so erh�alt man

hieraus und mit (5)

1 < �1

Z b

a

G(x0; s)'(s)ds < �1
1

12(b� a)

Z b

a

(s� a)2(b� s)2'(s)ds:

Aufgrund der Voraussetzung folgt also �1 > 1.

Schlie�lich wird noch eine Anwendung des Satzes gegeben:

Die Funktion f erf�ulle neben den Iioraussetzungen im Satz mit '(x) � L > 0
noch die Bedingung f(x; 0) � 0. Sind dann a und b aufeinarrderfolgende zweifache

Nullstellen einer nichttrivialen L�osung der Di�erentialgleichung w(4) = f(x;w), so

gilt b� a � �= 4
p
L.

W�are diese Ungleichung n�amlich falsch, k�onnte aufgrund des Satzes in Ver-
bindung mit der 1. Bemerkung das Randwertproblem (8) neben der L�osung w(x) �
0 keine weitere L�osung besitzen.

Entsprechend folgt unter Beachtung der 5. Bemerkung:

Ist g : [a; b]! C stetig mit jg(x)j � L f�ur a � x � b und sind a, b aufeinan-

derfolgende zweifache Nullstellen einer nichttrivialen L�osung der Di�erentialgle-

ichung w(4) + g(x)w = 0, so gilt b� a � �= 4
p
L.

Bemerkung. Diese Absch�atzung ist bestm�oglich.
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