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O SHODIMOSTI RAZNOSTNYH SHEM DL� URAVNENI�
��u+ cu = f NA OBOBWENNYH REXENI�H IZ W s

2;�(�1 < s < +1)

B. S. �ovanoviq, L. D. Ivanoviq, �. Xili

Rez�me. Issleduets� shodimost~ raznostnyh shem, approksimiru�wih urav-
nenie ��u+cu = f; c uslovi�mi periodiqnosti. Pokazano, qto obyqna� shema \krest"
s usrednenno� pravo� qast~�, shodits� v diskretno� Wm

2�
-norme so skorost~� O(h�),

esli rexenie ishodno� zadaqi prinadle�it periodiqeskomu prostranstvu Soboleva-
Slobodeckogo Wm+�

2;� (m = 0;�1;�2; . . . ; 0 < � � 2).

V poslednee vrem� bol~xoe vnimanie udel�ets� issledovani� shodi-
mosti diskretnyh rexni� k obobwennym rexeni�m zadaq matematiqesko�
fiziki. Tak naprimer, v [1] issledovana shodimost~ v setoqnyh normah
raznostno� shemy dl� uravneni� Puassona v kvadrate, s kusoqno-G�-
l~derovo� pravo� qast~�. V [2|9] issledovana shodimost~ raznostnyh
shem dl� razliqnyh uravneni� �lliptiqeskogo tipa, q~i rexeni� pri-
nadle�at prostranstvam Soboleva. Poho�ie ocenki poluqeny v [10] dl�
metoda koneqnyh �lementov i v [11] dl� paraboliqesko� zadaqi.

V danno� rabote issleduets� skorost~ shodimosti raznostnyh shem
dl� uravneni� ��u+cu = f , v sluqae, kogda ego rexenie prinadle�it pe-
riodiqeskim prostranstvam Soboleva-Slobodeckogo. Poluqeny soglaso-
vannye ocenki skorosti shodimosti vida: kzkm;h � consthz�mkuks;� (m <
s � m+ 2; m = 0;�1; �2; . . . )

Vvedenie

Pust~ 
 | oblast~ v R2. Kak obyqno, qerez W s
2 (
) (s = 0; 1; 2; . . . )

budem oboznaqat~ prostranstva Soboleva s normo�

kuks;
 =

� sX
j=0

juj2j;


�1=2
; gde jujj;
 =

�X
j�j=j

kD�uk2L2(
)

�1=2
;

� = (�1; �2); j�j = �1 + �2; D
�u = @j�ju=@x�11 @x�22 :
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Dl� ne celogo s, qerez W s
2 (
) budem oboznaqat~ prostranstva Soboleva-

Slobodeckogo [12], s normo� kuks;
 = (kuk2[s];
 + juj2s;
)
1=2. gde

jujs;
 =

� X
j�j=[s]

Z



Z



[D�u(y)�D�u(x)]2jy � xj�2�2fsgdxdy

�1=2

;

fsg = s� [s]; x = (x1; x2); y = (y1; y2) i jy � xj = [(y1 � x1)
2 + (y2 � x2)

2]1=2:

Qerez W 2
2;� budem oboznaqat~ 2�-periodiqeskie prostranstva Sobo-

leva i Soboleva-Slobodeckogo [13, 14], s normo�: kuks;� � kuks;(��;�)2,

dl� s 2 N [ f0g = f0; 1; 2; . . .g, to est~ kuks;� = (kuk2[s];� + juj2s;�)
1=2,

jujs;� =

� X
j�j=jsj

Z
(��;�)2

Z
(��;�)2

[D�u(x+ t)�D�u(x)]2jtj�2�2fsgdxdt

�1=2

;

dl� ne celogo s > 0. Dl� s < 0 qerez W s
2;� budem oboznaqat~ prostranstva

raspredeleni� W s
2;� = (W�s

2;� )
0, s normo�

kuks;� = sup
v2W�s

2;�

jhu; vij=kvk�s;� :

Rassmotrim uravnenie

(1) ��u+ cu = f

gde � = @2=@x21 + @2=@x22 i c = const > 0. Esli f 2 W s�2
2;� , togda uravnenie

(1) imeet edinstvennoe rexenie u 2 W s
2;�, i vypolnena ocenka

(2) kuks� �Mkfks�2;�; M = const > 0:

Dl� s < 2 uravnenie (1) ponimaets� s smysle raspredeleni�.

Vse ocenki skorosti shodimosti baziru�ts� na sledu�we� lemme,
kotora� �vl�ets� obobweniem lemmy Br�mbla-Gil~berta [15].

Lemma 1. Pust~ 
 | sv�zna� oblast~ v R2, kotora� udovletvor�et
uslovi� konusa. Pust~ s � 0| celoe qislo, 0 < � � 1; s = s + � i � = �(u)
line�ny� ograniqenny� funkcional na W s

2 (
), kotory� obrawaets� v nul~
na mnogoqlenah stepeni � s. Togda dl� ka�dogo u 2W s

2 (
) vypolneno nera-
venstvo j�(u)j �M jujs;
; M =const> 0.

Dokazatel~stvo. Tak kak � | line�ny� ograniqenny� funkcional
na W s

2 (
), kotory� obrawaets� v nul~ na mnogoqlanah stepeni � s, to

j�(u)j �M1 inf
p
ku� pks;
;

gde infimum ber�ts� po vsem mnogoqlenam p stepeni � s. Na osnovanii
approksimacionno� teoremy D�pon-Skotta [16], suwestvuet posto�nna�
M2 =M2(
; s), ne zavis�wa� ot u taka� qto vypolneno neravenstvo:

inf
p
ku� pks;
 �M2jujs;
:

Takim obrazom, lemma dokazana.
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Postroenie raznostno� shemy

Pust~ n > 2 | natural~noe qislo, i h = 2�=n. Ploskost~ (x1; x2)
pokroem setko� R2

h = fx = (x1; x2)jxj = ijh; ij = 0;�1;�2; . . . ; j = 1; 2g.
Dl� funkci�, opredelennyh na setke R2

h, budem ispol~zovat~ sledu�wie
oboznaqeni�: v = v(x) = v(x1; x2),

�jv = (v(x+ hej)� v(x))=h; rjv = (v(x) � v(x � hej))=h;

gde e1 = (1; 0) i e2 = (0; 1).

Qerez Hh oboznaqim prostranstvo 2�-periodiqeskih setoqnyh fun-
kci�

Hh = fvjv(x1 + 2�; x2) = v(x1; x2 + 2�) = v(x1; x2); (x1; x2) 2 R2
hg:

V Hh vvedem skal�rnoe proizvedenie (v; w)h = h2
P
x2!

v(x)w(x),

gde ! = fx 2 R2
hj � [(n� 1)=2]h � x1; x2 � [n=2]hg. Vvedem tak�e normy (sm.

[17]):

kvkh = kvk0;h = jvj0;h = (v; v)
1=2
h ; kvks;h =

� sX
j=0

jvj2j;h

�1=2
; s 2 N;

gde jvjj;h =

� jX
k=0

k�j�k
1 �k

2vk
2
h

�1=2
; i kvk�s;h = sup

w2Hh

j(v; w)hj � kwk
�1
s;h; e 2 N;

�vl��wies� diskretnymi analogami norm Soboleva.

Oboznaqim tak�e

�jv = ��jrjv; j = 1; 2;

�hv = �1r1v +�2r2v = ��1v � �2v;

�v = �1v +�2v + cv:

Operator � otobra�aet Hh v Hh . Neposredstvenno prover�ets�, qto
� | simmetriqny�, polo�itel~no-opredelenny� line�ny� operator, i
vypoln�ets� neravenstvo (�v; v)h � ckvk2h. Po�tomu mo�em opredelit~
normy

kvk�m = (�mv; v)
1=2
h ; m = 0;�1;�2; . . .

Neposredstvenno prover�ets�, qto dl� m � 0

kvk2�m =
mX
k=0

cm�kCm;k

kX
j=0

Ck;jk�
k�j
1 �j

2vk
2
h:

Ottuda sleduet, qto normy k �km;h i k �k�m (a znaqit i k �k�m;h i k �k��1m)
| �kvivalentny.
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Uravnenie

(3) �z = '; ' 2 Hh

imeet edinstvennoe rexenie z = ��1' 2 Hh. Iz (3) sleduet

kzk2�m = (�mz; z)h = (�mz;��1')h �

� kzk�mk�
�1'k�m = kzk�mk'k�m�2 ;

otkuda neposredsevenno poluqaem apriornu� ocenku

(4) kzk�m � k'k�m�2 ; m = 0;�1;�2; . . .

Osnovno� idee� pri postroenii raznostno� shemy �vl�ets� usred-
nenie pravo� qasti uravneni� (1). Rasmotrim po�tomu funkci�

S�(x) =

�
sinx=2

x=2

��
; x 2 R; � 2 N [ f0g:

S� mo�no prodol�it~ na mno�estvo C kompleksnyh qisel, tak qto
prodol�enie budet celo� funkcie� �ksponencial~nogo tipa. Po teoreme
P�li-Viner-Xvarca [18] suwestvuet raspredelenie �� na R s kompakt-
nym nositelem, preobazovaniem Fur~e kotorogo �vl�ets� S�.

Neposredstvenno prover�ets�, qto �0 | mera Diraka, koncetriro-
vanna� v nule. Dl� � � 1; �� �vl�ets� regul�rnym raspredeleniem.
Naprimer

�1(x) =

(
1; x 2 [�1=2; 1=2];

0; ; x 2 Rn[�1=2; 1=2];
�2(x) =

(
1� jxj; x 2 [�1; 1];

0; x 2 Rn[�1; 1]:

Pust~ �(�1; �2); x = (x1; x2), �� | tenzornoe proizvedenie rasprede-
leni� ��1 i ��2 ; G�(x) = h�2��(x=h) i u | kakoe-nibud~ raspredelenie na
R2. Operator T�, opredelenny� sledu�wim sposobom: T�u = u � G� bu-
dem nazyvat~ operatorom usredneni�. Vmesto T� = T(�1;�2) budem pisat~
i T�1;�2 .

Legko prover�ets�, qto esli u 2 W s
2;�, togda T11u 2 W s+1

2;� . Esli

u 2 W s
2;� ; s > 1, togda na osnovanii teoremy vlo�eni� [13] u �vl�ets�

nepreryvno� funkcie�, i neposredstvenno prover�ets� qto v uzlah setki
R2
h

T20@
2u=@x21 = �1r1u; T02@

2u=@x22 = �2r2u:

Predpolo�im, qto prava� qast~ f uravneni� (1) prinadle�it pros-
transtvu W s�2

2;� . Dl� s > 3; f �vl�ets� nepreryvno�, a su�enie f

na R2
h prinadle�it prostranstvu Hh. Togda uravnenie (1) mo�em ap-

proksimirovat~ raznosthyim uravneniem

(5) �� � ��hv + cv = f; x 2 R2
h; v 2 Hh:
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Dl� s > 2; T11f �vl�ets� nepreryvno� funkcie�, i uravnenie (1)
mo�em approksimirovat~ s

(6) �v = T11f; x 2 R2
h; v 2 Hh:

Dl� s > �m; m 2 N[f0;�1g; f �vl�ets� umerennym raspredeleniem.
Togda Tm+3;m+3f �vl�ets� nepreryvno� funkcie�, i su�enie Tm+3;m+3f
na R2

h prinadle�it Hh. Togda uravnenie (1) mo�em approksimirovat~
raznostnym uravneniem

(7) �v = Tm+3;m+3f; x 2 R2
h; v 2 Hh:

Shodimost~ raznostno� shemy (6)

Pust~ u 2 W s
2;8 (s > 2) | rexenie uravneni� (1), i v | rexenie

uravneni� (6).Funkci� z = u � v opredelena v uzlah setki R2
h, prina-

dle�it prostranstvu Hh, i udovletvor�et uravneni� (3), gde:

' = �1�1 +�2�2 + c�;

�1(x1; x2) = (T01@u=@x1)j(x1�h=2;x2) �r1u(x1; x2);

�2(x1; x2) = (T10@u=@x2)j(x1;x2�h=2)) �r2u(x1; x2);

� = u� T11u:

Iz (4) sleduet

(8) kzk�2 � k�1�1kh + k�2�2kh + ck�kh:

Ocenim snaqala k�1�1kh. Predvaritel~no otobrazim oblast~

e(i1; i2) = fxj(i1 � 1)h � x1 � (i1 + 1)h; (i2 � 1=2)h � x2 � (i2 + 1=2)hg

na pr�mougol~nik E = ftj � 1 � t1 � 1; �1=2 � t2 � 1=2g, polaga� xj =
ijh+ tjh; j = 1; 2; u(x) = u�(t). Sleduet

�1�1(i1h; i2h) = h�2
�Z 1=2

�1=2

�
@u�(1=2; t2)

@t1
�
@u�(�1:2; t2)

@t1

�
dt2�

� [u�(1; 0)� 2u�(0; 0) + u�(�1; 0)]

�
:

Iz teorem vlo�eni� (13) sleduet, qto �1�1 �vl�ets� line�nym ograniqen-
nym funkcionalnom na W s

2 (E); s > 2

j�1�1j � 2h�2max
t2E

j@u�=@t1j+ 4h�2max
t2E

ju�(t)j �Mh�2ku�ks;E

Krome togo, �1�1 = 0 | esli u�(t) mnogoqlen stepeni � 3. Iz lemmy 1
sleduet

j�1�1j �M1h
�2ju�js;E ; 2 < s � 4:
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Vozvrawa�s~ na starye peremennye poluqaem:

j�1�1(i1h; i2h)j �M2h
s�3jujs;e(i1;i2); 2 < s � 4:

Ots�da dal~xe poluqaem ocenku

(9) k�1�1k � const � hs�2jujs;� ; 2 < s � 4:

Analogiqna� ocenka vypolnena i dl� k�2�2kh.

Vyra�enie � �vl�ets� ograniqennym line�nym funkcionalom na
W s

2 ; s > 1, kotory� obrawaets� v nul~ na mnogoqlenah stepeni � 1. Is-
pol~zu� izlo�ennu� metodiku, poluqaem ocenku

(10) k�kh � const � hsjujs;� ; 1 < s � 2:

Iz (8{10) poluqaem sledu�wu� ocenku skorosti shodimosti raz-
nostno� shemy (6)

(11) kzk�2 � const � hs�2kuks;� ; 2 < s � 4:

Shodimost~ raznostno� shemy (5)

Pust~ u 2W s
z;�(s > 3)| rexenie uravneni� (1), v | rexenie raznos-

tnogo uravneni� (5) i z = u� v. Funkci� z opredelena v uzlah setki R2
h,

prinadle�it prostranstvu Hh i udovletvor�et uravneni� (3), gde

' = �1 + �2; �j = @2u=@x2j ��jrju; j = 1; 2:

Pust~ m � 3 | celoe qislo, i s > m. Iz (4) sleduet

(12) kzk�m � k�1k�m�2 + k�2k�m�2

Dal~xe poluqaem

k�jk
2
�m�2 =

m�2X
k=0

cm�2�kCm�2;k

nX
i=0

Ck;ik�
k�i
1 �i

2�jk
2
h:

Vyra�enie �k�i
1 �i

2�j �vl�ets� line�nym ograniqennym funkcionalom na
W s

2 ; s > 3, kotory� obrawaets� v nul~ na mnogoqlenah stepeni � k+3. S
pomow~� lemmy 1, kak v predyduwih sluqa�h, poluqaem ocenku

k�k�i
1 �i

2�jkh � const � hs�k�2jujs;� ;

gde maxfk + 2; 3g < s � k + 4. Ots�da poluqaem

(13) k�jk�m�2 � const � hs�mkuks;� ; 3 � m < s � m+ 2:

Iz (12) i (13) poluqaem sledu�wu� ocenku skorosti shodimosti
raznostno� shemy (5)

(14) kzk�m � const � hs�mkuks;�; 3 � m < s � m+ 2:
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Shodimost~ raznostno� shemy (7)

Pust~ rexenie u uravneni� (1) prinadle�it prostranstvu W s
2;�, gde

s > �m i m 2 N [ f0;�1g. Togda Tm+1;m+1u | nepreryvna�, 2�-periodi-
qeska� funkci�. Pust~ v | rexenie uravneni� (7), i z = Tm+1;m+1u� v.
Funkci� z opredelena v uzlah setki R2

h, prinadle�it prostranstvu Hh,
i udovletvor�et uravneni� (3), gde

' = ��1r1�1 ��2r2�2 + c� = �1�1 +�2�2 + c�;

(15)

�1 = Tm+1;m+1u� Tm+1;m+3u;

�2 = Tm+1;m+1u� Tm+3;m+1u;

� = Tm+1;m+1u� Tm+3;m+3u:

Pust~ p = [(m+ 1)=2] i U0 = u 2 W 2
2;� ;

��U1 + cU1 = U0; U1 2W s+2
2;�

��U2 + cU2 = U1; U2 2W s+4
2;�

� � � � � � � � � � � �

��Up + cUp = Up�1; U = Up 2W s+2p
2;�

Sleduet

Tm+1;m+1u = Tm+1;m+1(��+ cI)pU =

= Tm+1;m+1

pX
q=0

Cp;q(�1)p�qcq�p�qU =

Tm+1;m+1

pX
q=0

Cp;q(�1)p�qcq
p�qX
r=0

Cp�q;r@
2p�2qU=@x2p�2q�2r1 @x2r2 =

pX
q=0

Cp;q(�1)p�qcq
p�qX
r=0

Cp�q;r�
p�q�r
1 rp�q�r

1 �r
2r

r
2(Tm+1�2p+2q+2r;m+1�2rU):

Poho�e predstavl��ts� i Tm+1;m+3u; Tm+3;m+1u i Tm+3;m+3u, tak qto,
podstavl�� sootvetstvu�wie vyra�eni� v (15), poluqaem:

(16)
' =

pX
q=0

Cp;qc
q

p�qX
r=0

Cp�q;r(�
p�q�r+1
1 �r

2�qr+

+�p�q�r
1 �r+1

2 �qr + c�p�q�r
1 �r

2qr)

gde

�qr = Tm+1�2p+2q+2r;m+1�2rU � Tm+1�2p+2q+2r;m+3�2rU;

�qr = Tm+1�2p+2q+2r;m+1�2rU � Tm+3�2p+2q+2r;m+1�2rU;

qr = Tm+1�2p+2q+2r;m+1�2rU � Tm+3�2p+2q+2r;m+3�2rU:
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Legko videt~ qto �qr ; �qr i qr | nepreryvnye funkcii.

Iz (4) i (6) sleduet

(17)
kzk��m �

pX
q=0

Cp;qc
q

p�qX
r=0

Cp�q;r(k�
p+1�q�r
1 �r

2�qrk��m�2+

k�p�q�r
1 �r+1

2 �qrk��m�2 + ck�p�q�r
1 �r

2qrk��m�2 :

Dal~xe

k�p+1�q�r
1 �r

2�qrk��m�2 � k�p+1�q�qrk��m�2 �

� c�qk�p+1�qrk��m�2 = c�qk�qrk�2p�m ;

i poho�e

k�p�q�r
1 �r+1

2 �qrk��m�2 � c�qk�grk�2p�m ;

ck�p�q�r
1 �r

2qrk��m�2 � c�qkqrk�2p�m :

Iz �tih ocenok i (17) poluqaem apriornu� ocenku

(18) kzk��m �

pX
q=0

Cp;q

p�qX
r=0

Cp�q;r(k�qrk�2p�m + �qrk�2p�m + kk�2p�m):

Esli m | neqetnoe qislo, togda p = (m+ 1)=2, tak qto iz (18) poluqaem

(19) kzk��m �

pX
q=0

Cp;q

p�qX
r=0

Cp�q;r(k�qrk� + k�qrk� + kqrk�):

Funkci� U prinadle�it prostranstvu W s+m+1
2;� , gde s +m + 1 > 1, i iz

teoremy vlo�eni� sleduet qto U nepreryva.

Vyra�eni� �j�qr �vl��ts� line�nymi ograniqennymi funkciona-

lami na W s+m+1
2;� ; s > �m, kotorye obrawa�ts� v nul~ na mnogoqlenah

stepeni � 2. Iz lemmy 1, ispol~zu� izlo�ennu� metodiku, poluqaem

(20) k�j�qrkh � const � hs+mjU js+m+1;�; �m < s � �m+ 2:

Vyra�eni� �qr �vl��ts� line�nymi ograniqennymi funkcionalami

na W s+m+1
2 ; s > �m, kotorye obrawa�ts� v nul~ na mnogoqlenah stepeni

� 1. Iz lemmy 1 sleduet

(21) k�qrkh � const � hs+m+1jU js+m+1;�; �m < s � �m+ 1

Iz (20) i (21) sleduet:

(22) k�k� � const � hs+mkUks+m+1;�; �m < s � �m+ 2
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Analogiqnye ocenki vypolneny i dl� k�qrk� i kqrk�, tak qto zameno� v
(19) poluqaem

(23) kzk��m � const � hs+mkUks+m+1;�; �m < s � �m+ 2:

Dalee, na osnovanii (2), imeem

kUks+m+1;� � constkUp�1ks+m+1;� � � � �

� � � � constkuks+m+1�2p;� = constkuks;�;

qto vmeste s (23) daet appriornu� ocenku

(24) kzk��m � const � hs+mkuks;�; �m < s � �m+ 2

Esli m | qetnoe qislo, togda p = m=2, i iz (18) poluqaem:

(25) kzk��m �

pX
q=0

Cp;q

p�q;rX
r=0

(k�qrkh + k�qrkh + kgrkh):

Funkci� U prinadle�it prostranstvu W s+m
2;� ; s+m > 0, tak qto T11U |

nepreryvna� funkci�.

Vyra�eni� �qr ; �qr i qr �vl��ts� line�ymi ograniqennymi funkci-

onalami na W s+m
2 ; s > �m, kotorye obrawa�ts� v nul~ na mnogoqlenah

stepeni � 1. Kak v predyduwih sluqa�h, iz lemmy 1 poluqaem ocenki

(26) k�qrkh; k�qrkh; kqvkh � const � hs+mkUks+m;�

(gde �m < s � �m+ 2). Dalee imeem

(27) kUks+m;� � constkUp�1ks+m�2;� � � � � � constkuks+m�2p;� = constkuks;�

Iz (25{27), kak i v predyduwem sluqae, poluqaem ocenku (24).

Zakl�qenie

Poluqennye ocenki skorosti shodimosti (11), (14) i (24) mo�no
ob�edinit~ sledu�wim sposobom.

Pust~ rexenie u uravneni� (1) prinadle�it prostranstvu W s
2;�, i

pust� s > m, gde m | celoe qislo. Rassmotrim raznostnu� shemu

�v = '; '; v 2 Hh

gde

' =

�
f; dl� m � 3;

T3�m;3�mf; dl� m � 2:

Oboznaqim tak�e

z =

�
u� v dl� m � 1;

T1�m;1�mu� v; dl� m � 0:
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Togda vypolnena ocenka skorosti shodimosti

(28) kzk�m � const � hs�mkuks;�; m < s � m+ 2:

Iz (28) i (2) dal~xe poluqaem ocenku

(29) kzk�m � const �hs�mkfks�2;�; m < s � m+ 2:

Prinima� vo vnimanie �kvivalentnost~ norm k � k�m i k � km;h iz (28)
i (29) poluqaem ocenki

kzkm;h � const � hs�mkuks;� ; kzkm;h � const � hs�mkfks�2;�

(m < s � m+ 2; m = 0;�1;�2; . . . ):
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