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O SUWESTVOVANII REXENI� SINGUL�RNO� ZADAQI KOXI
DL� SISTEM DIFFERENCIAL^NYH URAVNENI�,
NE RAZREXENNYH OTNOSITEL^NO PROIZVODNYH

�ozef Diblik

Rez�me. Dany dostatoqnye uslov� dl� razreximosti singul�rno� zadaqi
Koxi dl� sistem differencial~nyh uravneni� ne razrexennyh otnositel~no proiz-
vodnyh i dl� odnogo uravneni� n-go por�dta, ne razrexennogo otnositel~no starxe�
proizvodno�. Privedny neravenstva kotorym udovletvor��t rexeni� singul�rno�
zadaqi Koxi.

1. Vvedenie.

Voprosam suwestvovani� rexeni� singul�rno� zadaqi Koxi dl�
sistem differencial~nyh uravneni� razrexennyh otnositel~o proizvo-
dnyh posv�weny, naprimer, raboty [1|5]. Analogiqnye voprosy dl�
nerazrexennyh sistem izuqalis~, naprimer, v rabotah [6|15]. V rab-
otah [10|12] predlo�en dl� vydeleni� odno� vetvi ishodno� ne�vno�
sistemy metod vspomogatel~nyh podstanovek, svoih kak dl� neizvest-
nyh funkci�, tak i dl� ih proizvodnyh. Tako� pohod byl ispol~zovan,
naprimer, v rabotah [13|14]. Qastny� sluqa� takih vspomogatel~nyh
zamen byl primenen tak�e v rabote [15]. V nesingul�rnom sluqae suwest-
vovanie rexeni� zadaqi Koxi dl� sistem differencial~nyh uravneni�,
ne razrexennyh otnositel~no proizvodnyh izuqalos~, naprimer, v rab-
otah [16|19].

V nasto�we� stat~e issleduets� naliqie rexeni� singul�rno� sis-
temy differencial~nyh uravneni�, ne razrexennyh otnositel~no proi-
zvodnyh vida

(1) F (x; y; y0) = 0;

gde F = (F1; . . . ; Fn); y
(i)
1 ; . . . ; y

(i)
1 ; i = 0; 1 i v pravo� storone nahodits�

n-merny� nul~ vektor, udeletvor��wih naqal~nomu uslovi�

(1) y(+0) = 0
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Izuqaets� tak�e asimptotiqeskoe povedenie rexeni� sistemy (1)
pri a! +0 i suwestvovanie rexeni� singul�rno� zadaqi

f(x; y; y0; . . . ; y(n�1); y(n)) = 0;(3)

y(i)(+0) = 0; i = 0; . . . ; n� 1:(4)

Pri �tom dl� vydeleni� odno� vetvi ishodno� sistemy ispol~zuets� pod-
hod, otliqny� ot primen�emogo v rabotah [10|15] priema vvedeni� vspo-
mogatel~nyh podstanovok.

2. Primen�emye oboznaqeni� i sokraweni�

Opredelenie. Budem sqitat~, qto dve n-mernye vektor-funkcii

('(x);  (x)) 2 D; esli 0 < 'i(x) 2 C(0; x0];

0 <  i(x) 2 C(0; x0]; 0 < x0 = const.; 'i(+0) = 0

i
R x
+0  i(t)dt � 'i(x) pri x 2 (0; x0]; i = 1; . . . ; n.

Opredelenie. Budem sqitat, qto (n+ 1)-merna� vektor-funkci�

Æ(x) 2 Dn+1; esli 0 < Æi(x) 2 C(0; x0];

i = 1; . . . ; n+ 1; Æi(+0) = 0; i = 1; . . . ; n i

Z x

+0

Æk(t)dt � Æk�1(x)

pri x 2 (0; x0]; k = 2; . . . ; n+ 1.

Opredelenie. Prostym proizvedeniem (deleniem) n-mernyh vek-
torov a; c nazovem vektor ac = (a1c1; . . . ; ancn)(a=c = (a1=c1; . . . ; an=cn), esli
ci 6= 0; i = 1; . . . ; n).

Opredelenie. n-mernu� vektor-funkci� �n(x) nazovem vesovym vek-
torom, esli �ni (x) 2 C(0; x0] i �

n
i (x) 6= 0 na (0; x0]; i = 1; . . . ; n.

Vvedem v rassmotrenie oblasti

D�y �w[0 < x � x0; j yi j� 'i(x); j wi j�  i(x)]; gde ('(x);  (x)) 2 D; i = 1; . . . ; n;

D�yw[0 < x � x0; j yi j� Æi(x); j w j� Æn+1(x)]; gde Æ(x) 2 Dn+1; i = 1; . . . ; n;

D�
yw

�
0 < x � x0;

???yi � �i(x)

�i(x)

??? � 'i(x);
???wi�i(x) � yi�

0

i(x)

�2i (x)

??? �  i(x)

�
;

gde ('(x);  (x)) 2 D; �i(x) 2 C
1(0; x0] (proizvodye v graniqnyh toqkah in-

tervala sqitam vezde v �to� rabote odnostoronnimi),

�i(x) 6= na (0; x0]; i = 1; . . . ; n:
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Vvedem v rassmotrenie vspomogatel~nye n-mernye vektor-funkcii
g(x; y; w) � w + �n(x)F (x; y; w), gde �n(x){vesovo� vektor i Fi; i = 1; . . . ; n
levye storony sistemy (1),

g0(x; y; w) �
1

�(x)

�
w + �n(x)F (x; y; w) � y

�0(x)

�(x)

�
;

gde �n(x)|vesovo� vektor, �(x) =)�1(x); . . . ; �n(x)), funkcii �i(x); i =
1; . . . ; n udovletvor��t tem �e trebovani�m, qto i v opredelenii oblasti
D�
yw; �

0(x) = (�01(x); . . . ; �
0

n(x)), i odnomernu� funkci�

g(x; y1; y2; . . . ; yn; w) � w + �1(x)f(x; y1; y2; . . . ; yn; w);

gde �1(x){odnomery� vesovo� vektor i f{leva� storona uravneni� (3).
Sootvetstvu�wie proizvedeni� (deleni�) vektorov zdes~ ponima�ts� v
prostom smiysle v sootvetstvii s vvedennym opredeleniem.

3. Formulirovki i dokazatel�stva rezul�tatov

Teorema 1. Pust~ udaets� podobrat~ tako� vesovo� vektor �n(x) qto
dl� funkcii g(x; y; w) v oblasti D�y �w srpavedlivo:

(�) g(x; y; w) 2 C; (�) j gi(x; y; w) j<  i(x); i = 1; . . . ; n:

Togda sistema (1) imeem po kra�ne� mere odno rexenie y = y(x) 2
C1(0; x0] zadaqi (2) i spravedlivo y(x) 2 D�y�y0 .

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, qto v oblasti D�y�y0 sistema (1)
�kvivalentna sisteme

(5) y0 = g(x; y; y0)

i zadaqa (1), (2) zadaqe (5), (2). Poka�em. qto sistema ne�vnyh urav-
neni�

(6) G(x; y; w) � w � g(x; y; w) = 0

opredel�t v oblasti K1[0 < x � x0; j yi j� 'i(x); i = 1; . . . ; n] po kra�ne�
more odno rexenie w = g1(x; y) takoe, qto zdes~ spravedlivo:

(�1)g1(x; y) 2 C; (�1) j g1i(x; y) j<  i(x); i = 1; . . . ; n:

Na mno�estve D�y �w spravedlivo G 2 C. Dal~xe, na mno�estvah

Kp
yw[0 < x � x0; j yi j� 'i(x); wj = (�1)p j(x); j wm j�  m(x);

j 6= m; i; j;m = 1; . . . ; n]

gde p = 0; 1 i ('(x);  (x)) 2 D spravedlivo: G=K0
yw
> 0; G=K1

yw
< 0.
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Takim obrazom, esli soedinit~ l�bu� toqku mno�estva K0
yw s

l�bo� toqko� mno�estva K1
yw nepreryvno� krivo� bez samopereseqeni� l ,

to mo�no zakl�qit~, qto na ne� na�dets� hod� by odna toqka (x�; y�; z�) 2
l, gde j z�j j<  j(x

�); j = 1; . . . ; n, taka�, qto G(x�; y�; z�) = 0. Postupa�
dal~xe analogiqnym obrazom kak v dokazatel~stvah teorem o ne�vnyh
funkci�h (napr. [20]), mo�no ubedits� v tom, qto v silu uslovi� (�) teo-
remy suwestvuet hot� by odno rexenie w = g1(x; y) sistemy (6), oprede-
lennoe na mno�estve K1 udovletvor��wee tam uslovi�m (�1); (�1). Teper~
mo�no vmesto sistemy (5) rassmatrivat~ sistemu

(7) y0 = g1(x; y)

i vmesto zadaqi (5), (2) issledovat~ zadaqu (7), (2). Ishod� iz (7) vvedem
operator T [u(x)] = (T1[u(x)]; . . . ; Tn[u(x)]) sledu�wim obrazom:

T [u(x0] =

Z x

+0

g1(t; u(t))dt:

Oblast~� opredeleni� operatora T [u(x)] budem sqitat mno�enstvo n-
mernyh vektor-funkcii� u(x) = (u1(x); . . . ; un(x))

u[u(x) j ui(x) 2 C[0; x0]; j ui(x) j� 'i(x); i = 1; . . . ; n]:

Mno�estvo U �vl�ets� zamknutym i vypuklym. Budem dal~xe ispol~zo-
vat~ normu kak = max j ai j, gde a = (a1; . . . ; an). Netrudno pokazat~, qto
mno�estvo funkci� U �vl�ets� ograniqennym. Proverim, qto operator
T [u(x)] otobra�aet mno�estvo U v seb�. De�stvitel~no, dl� l�bo� koor-
dinaty operatora T [u(x)] spravedlivo

j Ti[u(x)] j=
???
Z x

+0

g1i(t; u(t))dt
??? <

Z x

+0

 i(t)dt � 'i(x); i = 1; . . . ; n:

Proverim kompaktnost~ mno�estva T [u(x)]. Ravnomerna� ograni-
qennost~ �togo mno�estva sleduet iz togo, qto 'i(x) < L dl� x 2 (0; x0],
gde L = const:; 0 < L, ibo 'i(x) 2 C(0; x0] i 'i(+0) = 0; i = 1; . . . ; n. Poka-
�em ravnostepennu� nepreryvnost~. Pust~ zadano " > 0. V silu svo�stv
funkci� 'i(x) na�dets� takoe znaqenie 0 < Æ1 = const:; Æ1 < x0, qto pri
x 2 [0; Æ1] verno 'i(x) < "=2; i = 1; . . . ; n. Esli xi 2 [0; Æ1]; i = 1; 2, to

kT [u(x1)]� T [u(x2)]k �
www
Z x1

+0

g1(t; u(t))dt
www+

+
www
Z x2

+0

g1(t; u(t))dt
www < k'(x1)k+ k'(x2k < ":

Oboznaqim R = max
x2[Æ1=2;x0]

i=1;... ;n

 i(x); Æ = minfÆ1=2; "=Rg, Esli

xi 2 [Æ1=2; x0]; i = 1; 2 i j x1 � x2 j< Æ; to

kT [u(x1)]� T [u(x2)]k =
www
Z x1

x2

g1(t; u(t))dt
www � R j x1 � x2 j< ":



O suwestvovanii rexeni� singul�rno� Koxi . . . 77

Znaqit, dl� l�bogo " > 0 suwestvuet Æ > 0 takoe, qto esli

j x1 � x2 j< Æ; xi 2 (0; x0]; i = 1; 2;

to kT [u(x1)]� T [u(x2)]k < ". Kompaktnost~ mno�estva T [u(x)] proverena.

Poka�em nepreryvnost~ operatora T na mno�estve U . Pust~ ve-
ktor-funkcii um(x) 2 U; m = 1; . . . ravnomerno shod�c� k vektor-funkcii
u(x) 2 U i pust~ zadano " > 0. Analogiqno tomu kak �to sdelano vyxe,
na�dem qto suwestvuet takoe znaqenie 0 < Æ1 = const:; Æ1 < x0, qto pri
x 2 [0; Æ1] spravedlivo 'i(x) < "=4; i = 1; . . . ; n. Dalee, iz uslovi� (�1)
sleduet, qto dl� x 2 [Æ2; x0]; 0 < Æ2 � Æ1 pri dostatoqno bol~xih m
budet vypoln�t~r� neravenstvo kg1(x; um(x))� g1(x; u(x))k < "=(2x0). Esli
x 2 [0; Æ1], to

kT [um(x)] � T [u(x)]k � kT [um(x)k+ kT [u(x)]k � 2k'(x)k < ":

Pust~ x 2 [Æ1; x0]. Togda budem imet~

kT [um(x)] � T [u(x)]k �
www
Z Æ2

+0

g1(t; um(t))dt
www+

www
Z Æ2

+0

g1(t; u(t))dt
www+

+
www
Z x

Æ2

�
g1(t; um(t))� g1(t; u(t))

�
dt
www < "=4 + "=4 + "x0=(2x0) = "

Takim obrazom, pri x 2 [0; x0], naqina� c nektorogo nomera t spra-
vedlivo kT [um(x)] � T [u(x)]k < ". Nepreryvnost~ operatora T dokazana.
V rezul~tate mo�no primenit~ izvestny� princip Xaudera (napr. [21]).
Togda imeets� po kra�ne� mere odna nepodvi�na� toqka y = y(x) � u0(x) 2
U operatora T . Funkci� y = y(x) �vl�ets� rexeniem zadaqi (7), (2) i
po postroeni� i rexeniem zadaqi (1), (2), nahod�wims� v D�y�y0. Teorema
dokazana.

Teorema 2. Pust~ v oblasti D�y �w spravedlivy uslovi� (�); (�) teore-
my 1 i, krome togo, zdes~ spravedlivo
(8)???gi(x; y; w)� gi(x; y; w

???
??? �M

nX
j=1

???yj � yj

???+N

nX
j=1

???wj � wj

???
???; i = 1; . . . ; n;

gde 0 �M; 0 � n �N < 1; M = const:; N = const:. Togda zadaqa (1), (2) imeet
edinstvennoe rexenie y = y(x) 2 C1(0; xx0], nahod�wees� v oblasti D�y�y0

Dokazatel~stvo. Predpolo�im, qto sistema (1) imeet v oblasti
D�y�y0 ne to�destvenno ravnye rexeni� y(x); z(x) zadaqi (2). V silu �kvi-
valentnosti zadaq (1), (2) i (5), (2), ispol~zu� neravenstva (8) zdes~
poluqaem

???y0i(x)� z0i(x)
??? �M

nX
j=1

???yj(x)� zj(x)
???+N

nX
j=1

???y0j(x)� z0j(x)
???; i = 1; . . . ; n;
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otkuda, skladyva� �ti neravenstva, netrudno poluqit~ neravenstvo

nX
i=1

???y0i(x) � z0i(x)
??? �

nM

1� nN

nX
i=1

???yi(x)� zi(x)
???:

Dal~xe spravedlivo

???yi(x)� zi(x)
??? �

Z x

+0

???gi(t; y(t); y0(t))� gi(t; z(t); z
0(t))

???dt �

�

Z x

+0

�
M

nX
j=1

???yj(t)� zj(t)
???+N

nX
j=1

???y0j(t)� z0j(t)
???
�
dt; i = 1; . . . ; n;

otkuda, skladyva� �ti neravenstva i ispol~zu� predyduwee neravenstvo,
poluqaem

nX
i=1

???yi(x)� zi(x)
??? �

nM

1� nN

Z x

+0

� nX
i=1

???yi(t)� zi(t)
???
�
dt;

V silu izvestno� lemmy Gronuolla-Bellmana ots�da vytekaet, qto

y(x) � z(x):

Sledu�wie teoremy poluqa�ts� v rezul~tate primeni� teorem 1, 2.

Teorema 3. Pust~ udaets� podobrat~ tako� odmereny� vesovo� vek-
tor �1(x), qto dl� funkcii g(x; y1; y2; . . . ; yn; w) v oblasti D�yw spravedlivo
(�)g(x; y1; y2; . . . ; yn; w) 2 C; (�) j g(x; y1; y2; . . . ; yn; w) j< Æn+1(x):

Togda zadaqa (3), (4) imeem po kra�ne� mere odno rexenie

y = y(x) 2 Cn(0; x0];

nehod�wees� v oblasti D�yy(n).

Esli, krome ukazannyh uslovi� v oblasti D�yw spravedlivo

???g(x; y1; y2; . . . ; yn; w)� g(x; y1; y2; . . . ; yn; w) �

�M

nX
k=1

???yk � yk

???+N
???w � w

???;
gde 0 �M; 0 � N < 1; M = const:; N = const:, to takoe rexenie edinstven-
no.

Dokazatel~stvo teoremy svodits� k primeneni� teorem 1, 2, esli
vvesti v uravnenie (3) novye peremennye po formulam yi+1 � y(i); i =
0; . . . ; n � 1, vesovo� vektor vz�t~ v vide �n(x) = (�1;�1; . . . ;�1; �1(x)) i
vektor-funkcii '(x);  (x) v vide

'(x) = (Æ1(x); . . . ; Æn(x));  (x) = (Æ2(x); . . . ; Æn+1(x)):
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Teorema 4. Pust~ udaets� podobrat~ tako� vesovo� vektor �n(x),
qto dl� funkcii g0(x; y; w) v oblasti D�

yw spravedlivo

(�) g0(x; y; w) 2 C; (�) j g0i (x; y; w) j<  i(x); i = 1; . . . ; n:

Togda sistema uravneni� (1) imeet po kra�ne� mere odno rexenie
y = y(x) 2 C1(0; x0], nahod�wees� v oblasti D�

yy0 . Pri �tom vypoln��ts�
neravenstva

j yi(x) � �i(x) j� 'i(x) j �i(x) j;(9i)

j y0i(x) � �0i(x) j� 'i(x) j �
0

i(x) j + i(x) j �i(x) j; i = 1; . . . ; n:

(10i)

Esli, krome ukazannyh uslovi� v oblasti D�
yw ime�t mesto neraven-

stva

???g0i (x; x; w)� g0i (x; y; w)
??? �M

nX
j=1

???yj � yj

???+N

nX
j=1

???wj � wj

???; i = 1; . . . ; n

gde 0 � M; 0 � nN < 1; M = const:; N = const:, to takoe rexenie
�vl�ets� edinstvennym.

Dokazatel~stvo. Soverxim v (1) zamenu yi = �i(x)(1+Yi), gde Yi; i =
1; . . . ; n|novye nezavisimye peremennye, posle qego poluxaem sistemu

(11) Y 0 = g0
�
x; �(x)(1 + Y ); (�(x)(1 + Y ))0

�
� g00:

V silu uslovi� teoremy vektor-funkci� g00 udovletvor�et v oblasti
D �Y �W vsem uslovi�m teorem 1,2, sformulirovannym dl� vektor-funkcii
g(x; y; w). Po�tomu otnositel~no zadaqi Y (+0) = 0 dl� sistemy (11)
mo�no sdelat~ zakl�qenie o suwestvovanii hot� by odnogo, ili edin-
stvennogo rexeni�, nahod�wegos� v oblasti D �Y �Y 0 i, sledovatel~no byvod
o suwestvovanii hot� by odnogo, ili edinstvennogo rexeni� sistemy (1)
v oblasti D�

yy0. Naravenstva (9i); i = 1; . . . ; n poluqa�c� is vida oblasti

D�
yy0. Neravenstva (10i) poluqa�ts� is vida oblasti D�

yy0, priqem is-

pol~zovany neravenstva (9i); i = 1; . . . ; n.

Zameqanie. Esli v formulirovke teoremy 4 spravedlivo dl� kompo-
nent vektor-funkcii '(x) tak�e: 'i(x) 2 C

1(0; x0] i na (0; x0]'
0

i(x) �  i(x),
to neravenstva (10i) mo�no poluqit~ formal~n~im differencirovaniem
neravenstv (9i); i = 1; . . . ; n.
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