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SOOTVEtsTVI� GALUA DL� ZAMKNUTYH KLASSOV
FUNKCI� S ZADER�KAMI, II

M.I. Miliqiq

Opredelim operacii nad vremennymi otnoxeni�mi. Kak v [4] i
[5], budem rassmatrivat~ tol~ko koneqno-arnye vremennye otnoxeni�-
simmetriqno k koneqno mestnym funkci�mi. Nekotorye operacii nad
vremennymi otnoxeni�mi mo�no opredelit~ simmetriqno opredeleni�
operaci� nad funkci�mi s zader�kami.

Operacii (1) { (4) legko perenos�ts� na otnoxeni�. Pust~ R =
f(0; �0); (1; �1); . . . ; (i; �i); . . . g zadannoe vremennoe otnoxenie arnosti m,
togda

�R = f(0; ��0); (1; ��1); . . . ; (i; ��i); . . . g (1)

gde
8i 2 N1 (�1; �2; . . . ; �m) 2 ��i $ (�2; �3; . . . ; �m; �1) 2 �i;

�R = f(0; ��0); (1; ��1); . . . ; (i; ��i); . . . g (2)

gde
8i 2 N1 (�1; �2; . . . ; �m) 2 ��i $ (�2; ; �1; �3; . . . ; �m) 2 �i;

�R = f(0;��0); (1;��1); (2;��2); . . . ; (i;��i); . . . g; (3)

gde

8i 2 N1 (�1; �2; . . . ; �m�1) 2 ��i $ (�1; �1; �2; . . . ; �m�1) 2 �i;

rR = f(0;r�0); (1;r�1); (2;r�2); . . . ; (i;r�i); . . . g; (4)

gde

8i 2 N1(�1; �2; . . . ; �m; �m+1) 2 r�i $ (�2; �3; . . . ; �m; �m+1) 2 �i:

Operaci� (5) vvodim sledu�wim obrazom. Esli R = f(0; �0); (1; �1),
(2; �2); . . . ; (i; �i); . . . g m-arnoe, a S = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . ; (i; �i); . . . g
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p-arnoe vremennoe otnoxenie na Ek, togda pod ih superpozicie� poni-
maets� vremennoe otnoxenie arnosti m+ p� 2:

R � S = f(0; �0 � �0); (1; �1 � �1); (2; �2 � �2); . . . ; (i; �i � �i); . . . g

gde

8i 2 N1 (�1; �2; . . .; �m+p�2) 2 �i � �i $ (9� 2 Ek)((�1; �2; . . . ; �m�1; �) 2 �i

^ (�; �m; �m+1; . . . ; �m+p�2) 2 �i):

Vvedem ewe tri operacii nad vremennym otnoxeni�mi

(6) Pust~ R = fRjgj2N1
posledovatel~nost~ vremennyh otnoxeni�,

gde

(�)

R0 = f(0; �
(0)
0 ); (1; �

(0)
1 ); (2; �

(0)
2 ; (3; �

(0)
3 ); . . . g;

R1 = f(0; �
(1)
0 ); (1; �

(1)
1 ); (2; �

(1)
2 ; (3; �

(1)
3 ); . . . g;

R2 = f(0; �
(2)
0 ); (1; �

(2)
1 ); (2; �

(2)
2 ; (3; �

(2)
3 ); . . . g;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Rj = f(0; �
(j)
0 ); (1; �

(j)
1 ); (2; �

(j)
2 ; (3; �

(j)
3 ); . . . g;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

i krome togo

�
(0)
1 � �

(1)
0 ;

�
(0)
2 ; �

(1)
1 ;� �

(2)
0 ;

�
(0)
3 ; �

(1)
2 ; �

(2)
1 ;� �

(3)
0 ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�
(0)
j ; �

(1)
j�1; �

(2)
j�2; . . . ; �

(j�2)
2 ; �

(j�1)
2 � �

(j)
0 ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Togda pod sverh-superpozicie� otnoxeni� R0, R1, R2, . . . , Rj, . . . poni-

maets� otnoxenie R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g gde �i = �
(i)
0 dl� ka�dogo

i 2 N1.

(7) Pust~ R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g
vremennoe otnoxenie i n0 2 N1, budem govorit~, qto vremennoe otnoxenie

Rsn0 = f(0; �n0); (1; �n0+1); (2; �n0+2); . . . g

poluqaets� iz R primeneniem operacii sdviga.

(8) Pust~ fR�g�2I , gde mno�estvo indeksov mo�et byt~ kak koneq-
nym, tak i beskoneqnym (sqetym ili kontinual~nym), mno�estvo vremen-
nyh otnoxeni�

R� = f(0; �
(�)
0 ); (1; �

(�)
1 ); (2; �

(�)
2 ); . . . g

na Ek. Togda pod pereseqeniem vremennyh otnoxeni� R� ponimaets� vre-
mennoe otnoxenie\

�2I

R� = f(0;
\
�2I

�
(�)
0 ); (1;

\
�2I

�
(�)
1 ); (2;

\
�2I

�
(�)
2 ); . . . g:
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Pod algebro� vremennyh otnoxeni� nad Ek budem ponimatm mno�es-
tvo vremennyh otnoxeni� zamknutoe otnositel~no operacii (1) { (8). Al-
gebru koneqno-arnyh vremennyh otnoxeni� na mno�estve Ek budem nazi-
vat~ koalgebro�.

Lemma 1. Esli funkci� s zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremennoe
otnoxenie R, to ona tak�e stabiliziruet vremennye otnoxeni� �R, �R,
�R i rR.

Dokazatel~stvo. Utver�denie lemmy sleduet iz togo, qto esli
funkci� s zader�ko� (f; t) pogru�aet paru (p; �p) v paru (p+t; �p+t), to ona
tak�e pogru�aet pary (p; ��p), (p; ��p), (p;��p), (p;r�p) v pary (p+t; ��p+t),
(p+ t; ��p+t), (p+ t;��p+t), (p+ t;r�p+t).

Poka�em, naprimer, �to verno dl� operacii �. Pust~ (p; �0p) 2 �R i

M 0

n =

2
64

�11 �12 � s�1n
�21 �22 � s�2n
: : : : : : : : : : : : : : : :

�m1 �m2 � s�mn

3
75

proizvol~na� �0p-matrica tipa n �BR pare (p; �0p) otveqaet para (p; �p) tak,
qto ��p = �0p. Sootvetstvu�wa� �p-matrica tipa n budet

Mn =

2
6664

�21 �22 � s�2n
�31 �32 � s�3n
: : : : : : : : : : : : : : : :

�m1 �m2 � s�mn

�11 �12 � s�1n

3
7775 :

Tak kak funkci� s zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremennoe otnoxenie
R, to suwestvuet (p+ t; �p+t) 2 R tak, qto

f =

2
6664

�21 �22 � s�2n
�31 �32 � s�3n
: : : : : : : : : : : : : : : :

�m1 �m2 � s�mn

�11 �12 � s�1n

3
7775 =

2
66664

�

�3
...
�m
�1

3
77775 2 �p+t:

Ots�da sleduet, qto v �R suwestvuet para (p + t; �0p+t) taka�, qto �0p+t =
��p+t i

f =

2
64

�11 �12 � s�1n
�21 �22 � s�2n
: : : : : : : : : : : : : : : :

�m1 �m2 � s�mn

3
75 =

2
664
�1
�2
...
�m

3
775 2 �0p+t

otkuda i sleduet, qto funkci� s zader�ko� (f; t) paru (p; �0p) pogru�aet v
paru (p+ t; �0p+t), qto i trebovalos~ dokazat~.
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Lemma 2. Esli funkci� s zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremennye
otnoxeni� R i S, togda ona stabiliziruet i otnoxenie R � S.

Dokazatel~stvo. Utver�denie lemmy sleduet iz togo, qto esli
funkci� (f; t) pogru�aet paru (p; �p) i (p; �p) v paru (p+t; �p+t) i (p+t; �p+t),
togda ona tak�e pogru�aet paru (p; �p � �p) v paru (p+ t; �p+t � �p+t).

Lemma 3. Esli funkci� s zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremennye
otnoxeni� R0; R1; R2; . . . ; Rj ; . . . , to ona stabiliziruet i vremennoe ot-
noxenne R, kotoroe poluqaets� pri pomowi operacii sverh-superpozicii.

Dokazatel~stvo. Pust~ R0; R1; R2; . . . ; Rj ; . . . posledovatel~nost~
vremennyh otnoxeni� (�) (smotr. opred. oper. (6)) i pust~ R ih sverh-

superpozici�. Pust~ (j; �
(j)
0 ) 2 R, togda (0; �

(j)
0 ) 2 Rj. Tak kak funkci� s

zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremennoe otnoxenie Rj, to v Rj suwest-

vuet para (t; �
(j)
t ), taka�, qto (f; t) pogru�aet paru (0; �

(j)
0 ) v paru (t; �

(j)
t ).

V R suwestvuet para (t+ j; �
(t+j)
0 ) taka�, qto �

(j)
t � �

(t+j)
0 . �to znaqit, qto

funkci� (f; t) paru (j; �
(j)
0 ) pogru�aet v paru (t+ j; �

(t+j)
0 ), qto i trebova-

los~ dokazat~.

Lemma 4. Esli funkci� s zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremennoe
otnoxenie R, to ona stabiliziruet i otnoxenie Rsn0 (n0 = 0; 1; 2; . . . ),
kotoroe poluqaets� pri pomowi operacii sdviga.

Lemma 5. Esli funkci� s zader�ko� (f; t) stabiliziruet vremannye
otnoxeni� fR�g�2I , to ona stabiliziruet i ih pereseqenie

T
�2I R�.

Vse operacii nad otnoxeni�mi opredelennye v [4] i [5] mo�no opre-
delit~ i nad vremennymi otnoxeni�mi.

1. Pereimenovani� (ili perestanovki) koordinat (ili strok). Pu-
st~

R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g

m-arnoe vremennoe otnoxenie na Ek i s podstanovka na mno�estve nome-
rov f1; 2; . . . ;mg

s =

�
1 2 �s m

j1 j2 �s jm

�
:

Budem govorit~, qto m-arnoe otnoxenie s(R) = f(0; s(�0)); (1; s(�1)); (2;
s(�2)); . . . g, gde dl� ka�dogo i 2 N1 (�1; �2; . . . ; �m) 2 s(�i) , (�j1 ; �j2 ; . . . ;
�jm) 2 �i, poluqaets� iz R pereimenovaniem koordinat.

V qastnosti, esli

s1 =

�
1 2 3 �s m� 1 m

2 1 4 �s m 1

�
; s2 =

�
1 2 3 �s m

2 1 3 �s m

�

to my poluqaem operacii � i � kotorye figuriru�t v opredelenii koal-
gebry vremennyh otnoxeni�. Vse pereimenovani� vyra�a�ts� qerez nih.
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2. Oto�destvleni� koordinat. Pust~ R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g
m-arnoe vremennoe otnoxenie i fj1; j2; . . . ; jsg � f1; 2; . . . ;mg, gde j1 <

j2 < �s < js. Togda (m � s + 1)-arnoe otnoxenie �j1; j2; . . . ; js R =
f(0;�j1; j2; . . . ; js�0), (1;�j1; j2; . . . ; js�1); . . . g poluqaets� iz R oto�destv-
leniem koordinat, gde dl� vseh i 2 N1 otnoxenie �j1; j2; . . . ; js�i nepus-
to i sostoit iz vseh takih toqek otnoxeni� �i, koordinaty kotoryh s
nomerami j1; j2; . . . ; js ravny me�du sobo�, vyqerkivaniem koordinat s
nomerami j2; j3; . . . ; js. Zametim, qto vozmo�en sluqa� �j1; j2; . . . ; jsR = ;,
kogda �j1; j2; . . . ; js = ; dl� vseh i 2 N1.

Esli s = 2, j1 = 1, j2 = 2, poluqaem operaci� �, kotora� vhodit v
opredelenie koalgebry. Vse operacii oto�destvleni� vyra�a�ts� qerez
� i qerez pereimenovani� koordinat.

3. Pripisyvanie fiktivno� peremeno� (r) { u�e opredeleno.

4. Svertka. Pust~ R i T dva vremennyh otnoxeni� arnosti m i p i
s1, s2 podstanovki

s1 =

�
1 2 �s i� 1 i i+ 1 �s m

1 2 �s i� 1 m i �s m� 1

�
;

s2 =

�
1 2 �s j � 1 j j + 1 �s p

2 3 �s j 1 j + 1 �s p

�
:

Pod svertko� otnoxeni� R i T po i-o� i j-o� koordinatam, gde 1 � i � m,
1 � j � p, ponimaem otnoxenie R0

i;jT arnosti m+p�2, kotoroe sledu�wim

obrazom vyra�aets� qerez vvedenu� operaci� (5) �:

R0
i;jT = s1(R) � s2(T ):

Oqevidno, superpozici� � �vl�ets� qastnym sluqaem svertki (i = m; j =
1). Vse svertki vyra�a�ts� qerez superpozici� i pereimenovanie ko-
ordinat.

5. Proekcii ili vyqerkivani� strok. Pust~

R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g

m-arnoe vremennoe otnoxenie na Ek i fj1; j2; . . . ; jjg � f1; 2; . . . ;mg, togda
pod prR ponimaem l-arnoe otnoxenie

prR = f(0; pr �0); (1; pr �1); (2; pr �2); . . . g

gde, d	a ka�dogo i 2 N1, pr �i poluqaets� iz �i proekcie� na koordinaty
s nomerami j1; j2; . . . ; jl. �ta operaci� sootvetstvuet vyqerkivani� v ma-
tricah otnoxeni� �i strok s nomerami, otliqnymi ot j1; j2; . . . ; jl.

Vyqerkivanie i-o� stroki iz R mo�no poluqit~ s pomow~� svertki
R0
i;iR i sootvetstvu�wih oto�destvleni�.

6. Dekartovo proizvedenie. Pust~

R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g
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i
S = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g

dva vremennyh otnoxeni� arnoste� m i p. Ih dekartovo proizvedenie
R� S { �to otnoxenie arnosti m+ p

R � S = f(0; �0 � �0); (1; �1 � �1); (2; �2 � �2); . . . g

gde dl� ka�dogo i 2 N1

(�1; �2; . . . ; �m; �1; �2; . . . ; �p) 2 �i � �i $ ((�1; �2; . . . ; �m) 2 �i

^ (�1; �2; . . . ; �p) 2 �i):

Dekartovo proizvedenie vyra�aets� qerez operaci� r i svertku.

7. Pripisyvanie strok. Budem govorit~, qto vremennoe otnoxenie
arnosti m+ 1

R(p) = f(0; �
(p)
0 ; (1; �

(p)
1 ); (2; �

(p)
2 ; . . . g

poluqaets� iz
R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g

pripisyvaniem p-o� stroki esli dl� ka�dogo i 2 N1

(�1; �2; . . . ; �p; . . . ; �m; �p) 2 �
(p)
i $ (�1; �2; . . . ; �p; . . . ; �m) 2 �i:

Pripisyvanie p-o� stroki vyra�aets� qerez svertku s ternarno�
diagonal~� D = f(0;�); (1;�); (2;�); . . . g po p-o� i pervo� koordinatam i
pereimenovaniem koordinat.

8. Diagonalizaci�. Pust~ R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g m-arnoe
vremennoe otnoxenie na Ek i � nekotora� �kvivalentnost~ na f1; 2; . . . ;
mg. Budem govorit~, qto m-arnoe otnoxenie � R = f(0;� �0); (1;�
�1); (2;� �2); . . . g poluqaets� iz R s pomow~� diagonalizacii, esli dl�
ka�dogo i 2 N1, � �i nepusto i

(�1; �2; . . . ; �m) 2� �i $ (�1; �2; . . . ; �m 2 �i&(8i; j)(i � j ! �i = �j)):

Diagonalizaci� vyra�aets� qerez operacii oto�destvleni�, prip-
isyvani� strok i pereimenovani� koordinat~.

9. Pereseqenie-u�e opredeleno. Esli preseqenie koneqno, to op-
eraci� pereseqeni� qerez operacii dekartova proizvedeni� i oto�destv-
leni� koordinat.

Pereseqenie-qastiqna� operaci�. Odnako ee mo�no rasprostranit~
i na l�bye pary otnoxeni� R i S. Pust~ R i S vremennye otnoxeni�
arnosti m i p sootvetstvenno i m < p. Togda mo�no polo�it~ R \ S =
(R�E

p�m
k ) \ S.

Legko pokazat~, qto esli primenit~ operacii (1) { (9) k invari-
antam nekotoro� funkcii, to snova poluqim invarianty �to� �e funkcii.
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Pust~ A nekotora� algebra funkci� s zader�kami i Z mno�estvo
vseh zader�ek funkci� iz A

Opredelenie 1. Pod n-ym vremennym grafikom algebry A budem
ponimat~ mno�estvo par

Gn(A) = f(0; G(0)
n ); (1; G(1)

n ); (2; G(2)
n ); . . . ; g

gde G
(p)
n n-grafik funkci� mesnosti n s zader�kami p algebry A.

Esli p 62 Z, to G
(p)
n pusto. Napomnim, qto G

(p)
n zapisyvaets� v vide

matricy s vertikal~no� qetro�, otdel��we� n-abscissu ot n-ordinaty,
t.e.

G(p)
n = (A(p)

n j O(p)
n ):

�sno A
(0)
n = A

(1)
n = A

(2)
n = �s. Mo�no sqitat~, qto matrica G

(p)
n zadaet

kn-arnoe otnoxenie; ono ravno O
(p)
n . Otmetim, qto esli p = 0, to matrica

0
(0)
n soder�it vse stolbcy abscissy, tak kak my rassmatrivaem tol~ko
algebry soder�awie vse selektory s nulevymi zader�kami. Naprimer,
esli A maksimal~ni� klass H 0 = f(f; 0) j f 2 Sg [ f('; q + 1) j q = 0; 1; 2; . . .g
na E2 = f0; 1g, to dl� n = 1, imeem

G
(0)
1 =

�
0 0 1
1 1 0

�
; G

(p)
1 =

�
0 0 1
1 0 1

�
dl� p = 1; 2; 3; . . .

Doka�em lemmy otnos�wies� k svo�stvam vremennyh grafikov al-
gebry funkci� s zader�kami.

Lemma 6. Dl� ka�dogo n = 1; 2; 3; . . . ; Gn(A) �vl�ets� n-arnym vre-
mennym otnoxeniem.

Lemma 7. Pust~ A algebra funkci� s zader�kami. Togda n-y� vremen-
ny� grafik algebry A invarianten dl� A, dl� ka�dogo n = 1; 2; 3; . . . .

Dokazatel~stvo. Pust~ ((f(x1; x2; . . . ; xn); t) proizvol~na� n-mestna�
funkci� s zader�ko� iz A i s1; s2; . . . ; sl posledovatel~nost~ toqek iz

G
(q)
n , t.e. iz O

(q)
n , q = 0; 1; 2; 3; . . . . Pust~ (g1; q); (g2; q); . . . ; (gl; q) n-mestnye

funkcii s zader�ko� q, ordinaty kotoryh ravny s1; s2; . . . ; sl. Polo�im
h(x1; x2; . . . ; xn) = f(g1(x1; x2; . . . ; xn); g2(x1; x2; . . . ; xn); . . . ; gl(x1; x2; . . . ; xn)).
Tak kak funkcii s zader�kami (f; t), (gi; q) (i = 1; 2; . . . ; l) prinadle�at
algebre, to i funkci� (h(x1; x2; . . . ; xn)q + t) prinadle�it algebre A. S
drugo� storony, ordinata funkcii h(x1; x2; . . . ; xn) ravna f(s1; s2; . . . ; sl),

otkuda i sleduet, qto f(s1; s2; . . . ; sl) 2 G
(q+t)
n . �to znaqit, qto funkci�

s zader�ko� (f; t) pogru�aet paru (q;G
(q)
n ) v paru (q + t; G

(q+t)
n ). Lemma

dokazana.

Lemma 8. n-mestna� funkci� s zader�ko� (f(x1; x2; . . . ; xn); t) togda i
tol~ko mogda prinadle�it algebre A, esli ona stabilizuruet n-y� grafik
Gn (A).
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Dokazatel~stvo. Esli (f(x1; x2; . . . ; xn); t) 2 A, to v silu predyduwe�
lemmy, (f; t) stabiliziruet Gn (A).

Pust~ funkci� (f(x; x2; . . . ; xn); t) stabiliziruet otnoxenie Gn(A); togda,

v qasnosti, ona pogru�aet paru (0; G
(0)
n ) v paru (t; G

(t)
n ), t.e. f(G

(0)
n ; G

(0)
n ;

. . . ; G
(0)
n ) � G

(t)
n .

V qastnosti, ordinata

f(�̂1; �̂2; . . . ; �̂n) =

2
664
f(~�1)
f(~�2)
...

f(~�kn)

3
775

gde ~�i(i = 1; 2; . . . ; kn) stroki, a �̂j(j = 1; 2; . . . ; n) stolbcy abscisy A
(0)
n ,

prinadle�it grafiku G
(t)
n . No,

2
664
f(~�1)
f(~�2)
...

f(~�kn)

3
775

�vl�ets� ordinato� n-mestno� funkcii f . Sledovatel~no (f(x1; x2; . . . ; xn),
t) 2 A. Lemma dokazana.

Perehodim k dokazatelstvu pervo� osnovno� teoremy.

Teorema 1. Pust~ A algebra funkci� s zader�kami nad koneqnym
mno�estvom Ek i J (A) mno�estvo vseh invariantov dl� A. Togda vs�ka�
funkci� s zader�ko� (f(x1; x2; . . . ; xn); t) stabiliziru�wa� J (A), prina-
dle�im A, t.e. A = P(J (A)).

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 7, J (A) soder�it vse grafi-
ki Gn(A), n = 1; 2; 3; . . . . Pust~ (f(x1; x2; . . . ; xn); t) nekotora� n-mestna�
funkci� s zader�ko�, stabiliziru�wa� J (A). Togda ona, v qastnosti,
stabiliziruet n-y� grafik Gn (A), i soglasno lemme 8, ona prinadle�it
algebre A. Ots�da sleduet A = P (J (A)), qto i trebovalos~ dokazat~.

Lemma 9. Vs�ka� algebra A funkci� s zader�kami �vl�ets� pere-
seqeniem nekotoro� ubyva�we� posledovatel~nosti algebr funkci� s zad-
er�kami t.e. A = \1i=1Ai, gde A1 � A2 � �s i dl� ka�dogo i, i = 1; 2; 3; . . .
algebra Ai opredel�ets� kak algebra, stabiliziru�wa� odno edinstvennoe
vremennoe otnoxenie.

Dokazatel~stvo. Pust~ A algebra funkci� s zader�kami. Polo�im
Ai = P(Gi(A)). t.e. Ai mno�estvo vseh funkci� s zader�kami, kototye
stabiliziru�t n grafik Gi(Ai). V silu lemmy 7 imeem A � Ai a v silu
lemmy 9 Gi(Ai) = G(Ai). Ogs�da sleduet~, qto Ai � Aj dl� i � j i
A = \1i=1Ai.
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Lemma 10. Pust~ A nekotora� algebra funkci� s zader�kami i
R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g vremennoe otnoxemie xiriny n, invariant-
noe dl� A. Togda R poluqaets� iz n-grafika Gn(A) operaci�mi proekcii,
pereimenovani� i sverh-supernozicii.

Dokazatel~stvo. Pust~ M (0) = f(0;M0); (1;M1); (2;M2); . . . g vrmen-
na� R-matrica, gde Mi �i-matrica (i = 0; 1; 2; . . . ). Perestavim stroki
v Mi(i = 0; 1; 2; . . . ), qtoby oni v M0 sledovali drug za drugom v lek-
sikografiqeskom por�dke. V rezul~tate poluqat�s� matricy M 0

i(i =
0; 1; 2; . . . ). Voobwe govor�, M 0

i ne budet �i-matrice�, a budet �
0

i-matrice�,
gde �0i otnoxenie, kotoroe poluqaets� iz �i to� �e perestanovko� strok,
kotora� perevela Mi v M 0

i(i = 0; 1; 2; 3; . . . ). Takim obrazom poluqaets�
vremennoe otnoxenie

R0 = f(0; �00); (1; �
0

1); (2; �
0

2); . . . g:

Pust~ Gn(A) = f(0; G
(0)
n ); (1; G

(1)
n ); (2; G

(2)
n ); . . . g n-y� vremenny� grafik al-

gebry A, gde G
(p)
n = (A

(p)
n j O

(p)
n ) (p = 0; 1; 2; . . . ). Oqevidno, M 0

0 podmatrica

matricy A
(p)
n (p = 0; 1; 2; . . . ). Tak kak po predpolo�eni� otnoxenie R, a

znaqit i R0 invariantno dl� A, to esli v Gn(A) t.e. v G
(p)
n (p = 0; 1; 2; . . . ),

vyqerknut~ vse stroki, nomera kotoryh otliqny ot vesa ka�do� stro-

ki matricy M 0

0, togda prA
(p)
n = M 0

0, a prO
(p)
n budet podmatrica matri-

cy M 0

p(p = 1; 2; . . . ). V qastnosti prO
(p)
n = M 0

0. Polo�im O
(p)
n = M

0(0)
p

matrica otnoxeni� �
0(0)
p (p = 0; 1; 2; . . . ). Poluqaem vremennoe otnoxenie

R00 = f(0; �
0(0)
0 ); (1; �

0(0)
1 ); (2; �

0(0)
2 ); . . . g gde �

0(0)
0 = �00; �

0(0)
p � �0p(p = 1; 2; 3; . . . ).

Pri pomowi operacii perestanovki poluqaem vremennoe otnoxenie R0 =

f(0; �
(0)
0 ); (1; �

(0)
1 ); (2; �

(0)
2 ); . . . g gde �

(0)
0 = �0; �

(0)
p � �p(p = 1; 2; 3; . . . ). Po-

lo�im M (p) = f(0;Mp); (1;Mp+1); (2;Mp+2); . . . g(p = 1; 2; 3; . . . ). Tem �e

sposobom poluqets� otnoxenie Rp = f(0; �
(1)
p ); (1; �

(p)
p+1); (2; �

(p)
p+2); . . . g gde

�
(p)
p = �p; �

(p)
p+i � �p+i(i = 1; 2; 3; . . . ; p = 1; 2; 3; . . . ). Oqevidno, otnoxenie

R �vl�ets� sverh-superpozicie� otnoxeni� R0; R1; R2; . . . . �to znaqit,
qto iz Gn(A) poluqaets� otnoxenie R s pomow~� operaci� perestanov-
ki, proekcii i sverh-superpozicii.

Teorema 2. Pust~ C koalgebra vremennyh otnoxeni� nad koneqnim
mno�estvom Ek i P (C) mno�estvo vseh ee polimorfizmov. Togda ka�doe
vremennoe otnoxenie, invariantnoe dl� A = P (C), prinadle�it C, t.e.
C = I(P (C)).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva sluqa�: 1. koalgebra { koneqno-
poro�denna� i 2. koalgebra { beskoneqno-poro�denna�.

1. sluqa�. Pust~ C koneqno-poro�denna� koalgebra. �to znaqit,
qto suwestvuet koneqnoe mno�estvo vremennyh otnoxeni� fR1; R2; . . . ; Rkg
i da�e suwestvuet tol~ko odno vremennoe otnoxenie R, poro�da�wee
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koalgebru C. �sno, qto P(C) = P(R). Pust~ R0 vremennoe otnoxenie
usmo�qivo dl� P(C), t.e. R0 2 J (P(R)). Nado pokazat~, qto R0 2 C. My
dol�ny pokazat~, qto R0 mo�no poluqit~ iz R s pomow~� operaci� nad
otnoxeni�mi. Tak kak v silu lemmy 10 otnoxenie R0 poluqaets� iz n-
grafika Gn(A), to dostatoqno budet~ pokazat~, qto n-grafik Gn(A) mo�et
byt~ poluqen iz otnoxeni� R primeneniem �tih �e operaci�.

Pust~ R = f(0; �0); (1; �1); (2; �2); . . . g vremennoe otnoxenie arnosti m.
My hotim postroit~ vse n-mestnye funkcii s zader�kami sohran��wie
R.

Pust~ M0 nekotora� �0-matrica tipa n. Iz uslova stabilirovani�
sleduet, qto funkci� s zader�ko� nul~ dol�na otobra�ata~ matricu M0

na odnu iz toqek iz �0, funkci� s zader�ko� odin na odnu iz toqek iz �1,
funkci� s zader�ko� dva na odnu iz toqek iz �2 itd. Pust~ otnoxenie �0

xiriny s i pust~ M
(1)
0 ;M

(2)
0 ; . . . ;M

(l)
0 (l = sn) vsevozmo�nye �0-matricy

tipa n.

Polo�im

P =

0
BBB@
M

(1)
0

M
(2)
0
...

M
(l)
0

1
CCCA

gde P matrica s n stolbcami i d = ml strokami. Oboznaqim qerez Qpl-y�
dekartovu stepen~ otnoxeni� �p (p = 0; 1; 2; . . . ). Takim obrazom poluqaem
vremennoe otnoxenie arnosti d = ml:

GI
n(A) = f(0; (P j Q0)); (1; (P j Q1)); (2; (P j Q2)); . . . g

kotoroe poluqaets� iz R primeneniem operacii dekartogo umno�eni�.

Na mno�estve f1; 2; . . . ; dg vvodim �kvivalentnost~ sledu�wim spo-
sobom: i � j, esli i-� i j-� stroki matricy P ravny me�du sobo�.
Proizvedem digonalizaci� v Qp(p = 0; 1; 2; . . . ) otnositel~no otnoxeni�
�kvivalentnosti �. Poluqaem vremennoe otnoxenie

GII
n (A) = f(0; (P j� Q0)); (1; (P j� Q1)); (2; (P j� Q2)); . . . g:

Podqerknem, qto otnoxenie � Qp bylo poluqeno iz otnoxeni� Qp diago-
nalizacie�.

Iz ka�do� sovokupnosti vseh ravnyh me�du sobo� strok v � Qp

vyqerknem vse stroki, krome pervo�. Prodelaem �to tak�e v matrice P .
Takim obrazom poluqaem vremennoe otnoxenie arnosti b < d

GIII
n (A) = f(0; (prP j pr (� Q))); (1; (prP j pr (� Q1))); . . . g:

GIII
n (A) u�e opredel�et vse n-mestnye funkcii s zader�kami kotorye sta-

biliziru�t �0, pogru�a�t �0 v �1, pogru�a�t �0 v �2 . . . pogru�a�t �0
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v �p na vseh �0-dopustivyh naborah; na ostal~nyh naborah znaqenie tak-
ih funkci� proizvol~no. Zametim, qto GIII

n (A) bylo poluqeno iz GII
n (A)

primeneniem proekcii.

Pripixem matrice prP vse ne �0-dopustimye nabory mestnosti n.
Odnovremenno umno�im otnoxenie pr (� Qp) na polnoe otnoxenie arnosti
kn � b. Poluqennoe vremennoe otnoxenie oboznaqim qerez GIV

n (A).

Proizvedem pereimenovani� strok v GIV
n (A), upor�doqiva� stroki

abscisy v leksikografiqeskom por�dke, (odnovremenno perestavim stro-
ki v ordinatah). Poluqim vremennoe otnoxenie

G(0)
n (A) = f(0; G(0;0)

n ); (1; G(0;1)
n ); (2; G(0;2)

n ); . . . g

G
(0;0)
n opredel�et vse n-mestnye funkcii algebry A s nulevymi zad-

er�kami stabiliziru�wie �0; G
(0;1)
n vse funkcii s zader�ko� odin po-

gru�a�wie �0 v �1; G
(0;2)
n vse funkcii s zader�ko� dva pogru�a�wie �0 v

�2 itd.

Pust~ teper~

Rsq = f(0; �q); (1; �q+1); (2; �q+2); . . . g (q = 1; 2; 3; . . . )

vremennoe otnoxenie, kotoroe poluqaets� iz R operacie� sdviga (Rsq )-
invariantoe dl� A) i esli v predyduwem algoritme zamenim �0 na �q, �1
na �q+1, �2 na �q+2 itd, to poluqaem n-y� vremenny� grafik

G(q)
n (A) = f(0; Gq;0

n ); (1; Gq;1
n ); (2; Gq;2

n ); . . . g (q = 1; 2; 3; . . . );

gde Gq;0
n opredel�et vse funkcii algebry A s nulevymi zader�kami

stabiliziru�wie �q, Gq;1
n vse funkcii algebry A s zader�ko� odin

pogru�a�wie �q v �q+1, Gq;2
n vse funkcii algebry A s zader�ko� dva

pogru�a�wie �q v �q+2 itd.

Oqevidno, Gn(A) = f(0; G
(0)
n ); (1; G

(1)
n ); (2; G

(2)
n ); . . . g gde G

(p)
n = G

(0;p)
n \

G
(1;p)
n \G

(2;p)
n \ �s (p = 0; 1; 2; . . . ).

Dl� sluqa� koneqnoporo�dennyh koalgebr teorema dokazana.

2. sluqa�. Pust~ C-beskoneqno-poro�denna� (libo sqetno-poro-
�denna�, libo kontinual~no-poro�denna�) algebra. Pust~ ona poro�dae-
ts� mno�estvom fRi j i 2 Ig vremennyh otnoxeni�.

Togda A = P(C) = \i2IP(Ri). VVedem oboznaqenie Ai = P(Ri), togda
A = \iAi. Oboznaqim tak�e qerez Ci koalgebru, poro�dennu� odnim
otnoxeniem Ri. Oqevidno Ci � C. Iz dokazatel~stva dl� sluqa� koneqno-
poro�dennyh koalgebr sleduet, qto Gn(Ai) = Ci. Sledovatel~no, 8i(i 2 I)

Gn(Ai) 2 C: (1)

Imeem tak�e
Gn(A) = \i2IGn(Ai) (2)
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Iz (1) i (2) poluqaem Gn(A) 2 C.

Ssylka na dokazannu� lemmu 7, tak �e kak i v sluqae 1, zakonqivaet
dokazatel~stvo teoremy i v �tom sluqae.
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