
PUBLICATIONS DE L'INSTITUT MATH�EMATIQUE
Nouvelle s�erie, tome 35 (49), 1984, pp. 68{74

COMPL�EMENTS AUX TRAIT�ES DE KAMKE ET DE
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DES CLASSES DE L'�EQUATION DIFF�ERENTIELLELE

LIN�EAIRE ET HOMOG�ENE DU SECOND ORDRE

�EFFECTIVEMENT INTEGRABLES
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R�esum�e. On donne une m�ethode de l'obtention des classes de l'�equation di��erent'elle
(0.1) e�ectivement int�egrables. Les classes obtenues d�ependent de deux coeÆcients arbitraires et
du troisi�eme exprim�e par ceux-ci et par une fonction arbitraire. On cite six conditions suÆsantes
de l'int�egrabilit�e e�ective de ladite �equation, ainsi que huit classes de cette �equation qui sont
e�ectivement int�egrables d'apr�es la connaissance de leurs solutions particuli�eres.

0. Introduction

Dans le travail [5], nous avons donn�e une m�ethode de l'obtention des classes
de l'�equation de Riccati e�ectivement int�egrables en pro�tant de la possibilit�e de
construction leurs solutions particuli�eres (v. [5, p. 120]). Dans cette note-ci nous
l'appliquons directement �a l'�equation

(0.1) f(x)u00 + g(x)u0 + h(x)u = 0;

o�u f; g; h 2 C 0

X
, X � (x1; x2) et f 6= 0. Remarquons que la connaissance d'une

solution particuli�ere de l'�equation (0.1) donne la possibilit�e de la r�esoudre e�ec-
tivement. On sait bien, d'apr�es le th�eor�eme de Liouville que: si la solution uo
de l'�equation (0.1) est connue, alors on obtient e�ectivement sa deuxi�eme solution
lin�eairement ind�ependante (v. p. ex. [7, p. 394] ou [8, p. 41]). On forme la solution
g�en�erale de l'�equation (0.1) d'une mani�ere bien connue.

Remarquons encore que le probl�eme de chercher des solutions particuli�eres
de l'�equation (0.1) �a coeÆcients variables joue un rôle important dans la th�eorie de
cette �equation. En ce moment on ne connâ�t aucune m�ethode permettant de trou-
ver une solution particuli�ere. C'est pourquoi nous voudrons construire les classes
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d'�equation (0.1) { possiblement g�en�erales, pour lesquelles une solution particuli�ere
est connue.

1. M�ethode de l'obtention des classes de l'�equation di��erentielle lin�eaire

et homog�ene du second ordre e�ectivement int�egrables

Consid�erons l'�equation (0.1). On peut la pr�esenter en formes suivantes:

f(x)u00 = �g(x)u0 � h(x)u;(1.1)

g(x)u0 = �f(x)u00 � h(x)u;(1.2)

h(x)u = �f(x)u00 � g(x)u0:(1.3)

Introduisons les substitutions suivantes:

f(x)u00 = �1(x) et � g(x)u0 � h(x)u = �1(x);(1.4)

g(x)u0 = �2(x) et � f(x)u00 � h(x)u = �2(x);(1.5)

h(x)u = �3(x) et � f(x)u00 � h(x)u0 = �3(x):(1.6)

Remarquons que, si la solution u est connue, alors la fonction �i pour i =
1; 2; 3 est connue; si u est inconnue, alors les fonctions �i sont inconnues.

Notre m�ethode consiste �a la r�esolution succ�essivement des syst�emes d'�equa-
tions (1.4){(1.6) par rapport �a la fonction u, �a la recherche des conditions liant
les coeÆcients f , g, et h avec la fonction �i;, et en�n �a la construction des classes
d'�equations dont les solutions particuli�eres sont d�etermin�ees par les r�esolutions des
�equations (1.4){(1.6).

On voit qu'on peut toujours r�esoudre e�ectivemert cinq d'entre six �equations
(1.4){(1.6), si �i est une fonction donn�ee (i { �x�e), mais on ne peut pas r�esoudre
g�en�eralement la seconde �equation di��erentielle des �equations (1.5), �a l'exception des
cas particuliers. Malgr�e cela, en pro�tant de notre m�ethode, on peut obtenir six
conditions n�ecessaire et suÆsantes de l'int�egrabilit�e e�ective { tr�es g�en�erales { de
l'�equation lin�eaire (0.1). De ces conditions on peut obtenir huit classes d'�equations
du type (0.1) e�ectivement int�egrables.

Introduisons les op�erateurs suivants:

L1(u) � f(x)u00;(1.7)

L2(u) � �g(x)u0 � h(x)u;(1.8)

L3(u) � g(x)u0;(1.9)

L4(u) � �f(x)u00 � h(x)u;(1.10)

L5(u) � h(x)u;(1.11)

L6(u) � �f(x)u00 � g(x)u0:(1.12)

On voit que l'�equation (0.1), d'apr�es les �equations (1.1){(1.3) et les op�erateurs
(1.7){(1.12), peut être �ecrite en cette forme:

(1.13) L2k�1(u) = L2k(u);
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si k = 1; 2; 3 et x 2 X .

En pro�tant des fonctions obtenues par la m�ethode d�ecrite ci-dessus, nous
allons formuler des th�eor�emes en forme des conditions n�ecessaires et suÆsantes
pour qu'elles soient des solutions de l'�equation (0.1).

2. Cas f(x)u00 = �1(x) et �g(x)u
0 � h(x)u = �1(x)

Th�eor�eme 2.1. Soient les fonctions f, g, h et �1 2 CX et f 6= 0 dans X. La

condition n�ecessaire et suÆsante pour que la classc de fonctions

(2.1) u0 =

ZZ
�1(x)=f(x)dxdx + C1x+ C2;

o�u C1 et C2 - Ctes r�eelles arbit., soit une solution particuli�ere de l'�eguation (0:1)
dans X, est gue les fonctions f, g, h et �, satisfassent �a la condition

(2.2) �1(x) + g(x)

�Z
�1(x)=f(x)dx + C1

�

+ h(x)

�ZZ
�1(x)=f(x)dxdx + C1x+ C2

�
= 0

dans l'intervalle X.

Th�eor�eme 2.2. Soient les fonctions f 2 CX , g, h et �1 2 C1
X
, f 6= 0 et g 6= 0

dans X. La condition n�ecessaire et suÆsante pour gue la classe de fonctions

(2.3) u0 =

�
C �

Z
(�1(x)=g(x)) exp

�Z
h(x)=g(x)dx

�
dx

�
�

� exp

�
�

Z
h(x)=g(x)dx

�
;

o�u C { Cte r�eelle arbit., soit une solution particuli�ere de l'�eguation (0:1) dans X,

est gue les fonctions f, g, h et �1 sutisfassent �a la condition

[g2(x)=f(x)� (g0(x) + h(x))]�1(x)(2.4)

+g(x)�01(x) � (g0(x)h(x) � g(x)h0(x) + h2(x))��
C �

Z
(�1(x)=g(x)) exp

�Z
h(x)=g(x)dx

�
dx

�
exp

�
�

Z
h(x)=g(x)dx

��
= 0

dans l'interualle X.

D�emonstration. (La construction g�en�erale des d�emonstrations des th�eor�emes:
2.1, 2.2, 3.1, 3.2, 4.1 et 4.2.).

Dans le but de d�emontrer les th�eor�emes 2.1,. . . , 4.2, il faut appliquer chaque
fois la proc�edure suivante: pour d�emontrer les th�eor�emes 2.1 et 2.2, on doit prendre
l'�equation (0.1) en forme (1.13), o�u k = 1 et les op�erateurs L2k�1(u) et L2k(u) pour
k = 1 (v. (1.7) et (1.8)) etc. Pour k �x�e (k = 1; 2; 3) et la fonction correspondante u0
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(pour k = 1 les fonctions u0 succ�essivement (2.1) et (2.3)) chaque d�emonstration
se fait en deux pas. Necessit�e: en posant la fonction convenable dans L2k�1(u)
et L2k(u) nous obtenons L2k�1(u0) et L2k(u0). Comme d'hypoth�ese u0 est la
solution particul�ere de l'�equation (0.1) et en cons�equence de l'�equation (1.13), alors
nous avons l'identit�e (1.13) pour x 2 X et k { �x�e. De l�a r�esulte la condition
convenable. SuÆsance: si la condition convenable est satisfaite, alors en posant
la fonction correspondante dans les op�erateurs L2k�1(u) et L2k(u) nous obtenons
L2k�1(uo) et L2k(uo). En appliquant maintenant la condition convenable (p. ex.
pour k = 2 et u0 en forme (3.1) la condition (3.2)), on obtient: L2k�1(u0) = �k et
L2k(uo) = �k. Cela entrâ�ne l'identit�e (1.13) pour k - �x�e, x 2 X et u0 convenable.
Il en r�esulte la deuxi�eme partie de la th�ese. De plus, dans chaque cas il faut pro�ter
des hypoth�eses correspondant �a la th�ese d�emontr'ee.

Corollaire 2.1. Si les hypoth�eses des th�eor�emes 2:1 et 2:2 sont satisfaites

respectivement, et de plus, les hypoth�eses suivantes: �1 6� 0, �21+C2
1 ) > 0, �21+C2

1+
C2
2 > 0 sont satisfaites succ�essivement, et les d�enominateurs des coeÆcients des

classes cit�ees ci-dessous ne poss�edent pas de points isol�es de z�ero dans l'intervalle

X, alors les sous-classes de l'�eguation (0:1) en forme:

(2.5)

g2(x)�1(x)

(g0(x) + h(x)�1(x)� g(x)�01(x) + (g0(x)h(x) � g(x)h0(x) + h2(x))v
u00+

+g(x)u0 + h(x)u = 0;

o�u v �
�
C �

R
(�1(x)=g(x)) exp

�R
h(x)=g(x)dx

�
dx
�
exp

�
�
R
h(x)=g(x)dx

�
;

f(x)u00 �
�1(x) + h(x)u0

u00
u0 + h(x)u = 0;(2.6)

f(x)u00 + g(x)u0 �
�1(x) + g(x)u00

u0
u = 0;(2.7)

o�u u0 a la forme (2:1), sont e�ectivement int�egrables. Leurs solutions particuli�eres

ont respectivement les formes: dans le cas (2:5) la forme (2:3), et dans les cas (2:6)
et (2:7) la forme (2:1).

3. Cas g(x)u0 = �2(x) et �f(x)u
00 � h(x)u = �2(x)

Th�eor�eme 3.1. Soient les fonctions f et h 2 CX , g et �2 2 C1
X

et g 6= 0 dans

X. Le condition n�ecessaire et suÆsante pour gue la classe de fonctions

(3.1) u0 =

Z
�2(x)=g(x)dx + C;

o�u C { Cte r�eelle arbit., soit une solution pctrticuli�ere de l'�eguation (0:1) dans X,

est gue les fonctions f, g, h et �2 satisfassent �a la condition

(3.2) �2(x) + f(x)[�2(x)=g(x)]
0

x
+ h(x)

�Z
�2(x)=g(x)dx + C

�
= 0
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dans l'intervalle X.

Th�eor�eme 3.2. Soient les fonctions f, g, h et �2 2 CX , f 6= 0 et g 6= 0 dans

X. La condition n�ecessaire et suÆsante pour que la classe de fonctions

(3.3) u0 = �

ZZ
h(x)

f(x)

�Z
�2(x)

g(x)
dx+ C

�
dxdx �

ZZ
�2(x)

f(x)
dxdx + C1x+ C2;

o�u C, C1 et C2 - Ctes r�eelles arbit., soit une solution particuli�ere de l'�eyuation

(0:1) dans X, est gue les fonctions f, g, h et �2 satisfassent �a la condition

(3.4)

Z
�2(x)

g(x)
dx+ C +

ZZ
�2(x)

f(x)
dxdx+

+

ZZ
h(x)

f(x)

�Z
�2(x)

g(x)
dx+ C

�
dxdx � C1x� C2 = 0

dans l'intervalle X.

Remarquons qu'on ne peut pas r�esoudre l'identit�e (3.4) par rapport aux fonc-
tions f , g et h. Il s'ensuit qu'on ne peut pas d�eterminer dans ce cas les coeÆcients
de l'�equation (0.1).

Corollaire 3.1. Si les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1 sont satisfaites, et de

plus les hypoth�eses: �2=g 6= const:,
�R

�2=gdx
�2

+ C2 > 0 sont satisfaites re-

spectivement, et les d�enominateurs des coeÆcients des classes cit�ees ci-dessous ne

poss�edent pas de points isol�es de z�ero dans X, alors les sous-classes de la classe de

l'�eguation (0:1) en forme

��2(x) � h(x)u0
u000

u00 + g(x)u0 + h(x)u = 0;(3.5)

f(x)u00 + g(x)u0 �
�2(x) + f(x)u000

u0
u = 0;(3.6)

o�u uo a la forme (3:1), sont e�ectivement int�egrables. Leur solution particuli�ere a

la forme (3:1).

4. Cas h(x)u = �3(x) et �f(x)u
00 � g(x)u0 = �3(x)

Th�eor�eme 4.1. Soient les fonctions f, g, h et �3 2 CX , f 6= 0 dans X. La

condition n�ecessaire et suÆsante pour que la classe de fonctions

(4.1) u0 =

Z
exp

�
�

Z
g(x)

f(x)
dx

��
C1 �

Z
�3(x)

f(x)
exp

�Z
g(x)

f(x)
dx

�
dx

�
dx+ C2

o�u C1, C2 - Ctes r�eelles arbit, soit une solution particuli�ere de l'�eguation (0:1) dans
X, est que les fonctions f, g, h et �3 satisfassent �a la condition

(4.2)

�3(x)� h(x)

" Z
exp

�
�

Z
g(x)

f(x)
dx

�
�
C1 �

Z
�3(x)

f(x)
exp

�Z
g(x)

f(x)
dx

�
dx

�
dx+ C2

#
= 0
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dans l'interrale X.

Th�eor�eme 4.2. Soient les fonctions f; g 2 CX et h; �3 2 C2
X
, h 6= 0 dans X.

La condition n�ecessaire et suÆsante pour que la classe de fonctions

(4.3) u0 = �3(x)=h(x)

soit une solution particuli�ere de l'�equution (0:1), est que les fonctions f, g, h et �3
satisfassent �a la condition

(4.4) f(x)[�3(x)=h(x)]
00

xx + g(x)[�3(x)=h(x)]
0

x + �3(x) = 0

dans l'intervalle X.

Corollaire 4.1. Si les hypoth�eses des th�eor�emes 4.1 et 4.2 sont satisfaites

respectivement, et de plus les hypoth�eses suivantes: �3=h 6= K1x + K2, �3=h 6=
K1, C

2
1 + C2

2 + �23 > 0 sont satisfaites succ�essivement, et les d�enominateurs des

coeÆcients des classes cit�ees ci-dessous ne poss�edent pas de points isol�es de z�ero

dans X, alors les sous-classes de l'�eguation (0:1) en forme:

��3(x) � g(x)u00
u000

u00 + g(x)u0 + h(x)u = 0;(4.5)

f(x)u00 �
�3(x) + f(x)u000

u00
u0 + h(x)u = 0;(4.6)

f(x)u00 + g(x)u0+

+ �3(x)

�Z
v�1

�
C1 �

Z
�3(x)=f(x)vdx

�
dx+ C2

�
�1

u = 0;
(4.7)

o�u u0 a la forme (4:3) et v � exp
�R

g(x)=f(x)dx
	
, sont e�ectivement int�egrables.

Leurs solutions particuli�eres ont respectivement les formes: dans les cas (4:5) et

(4:6) la forme (4:3), et dans le cas (4:7) la forme (4:1).

Nous remarquons encore que pour g(x) = 0 et h(x) = 1 dans X , on obtient
de (4.5) l'�equation �3(x)u

00 � �3(x)u = 0, cit�ee dans [10, p. 74] (v. [4, p. 659]).

5. Remarques �nales

Les conditions obtenues sont des g�en�eralisations de certaines conditions
donn�ees avant, et les classes introduites comprennent tous les cas particuliers donn�es
dans les trait�es de Kamke [3] ou [4] et Murphy [9] et dans d'autres travaux, qu'on
peut r�esoudre d'apr�es la connaissance de leurs solutions particuli�eres. Pour les class-
es d'�equations en forme (0.1) de [1], [2] et [10], on peut tr�es facilement d�eterminer
les fonctions �i, et obtenir { de nos classes { les �equations cit�ees en ces travaux
ou leurs g�en�eralisations. La m�ethode pr�esent�ee peut être appliqu�ee aux autres
�equations di��erentielles pour lesquelles la connaissance des solutions particuli�eres
poss�ede la signi�cation essentielle. Nous l'avons appliqu�ee d�ej`a �a l'�equation de
Riccati dans les travaux [5] et [6]. Elle peut être aussi g�en�eralis�ee et appliqu�ee
dans certains cas aux �equations lin�eaires d'ordre sup�erieur.
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