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COMPL�EMENTS AUX TRAIT�ES DE KAMKE ET DE

MURPHY IV. QUELQUES CRIT�ERES SUFFISANTS

D'INT�EGRABILIT�E EFECTIVE DE L'�EQUATION

DIFF�ERENTIELLELE LIN�EAIRE ET HOMOG�ENE DU SECOND

ORDRE �A DEUX COEFFICIENTS ARBITRAIRES

Andrzej Kapcia

R�esum�e. En pro�tant de la correspondance entre l'�equation de Riccati et l'�equation
di��erentielle lin�eaire et homog�ene du second ordre, et des r�esultats obtenus pour l'�quation de
Riccati, on donne quelques crit�eres suÆsants d'int�egrabilit�e e�ective de l'�equation lin�eaire et
homod�ene.

0. Introduction

On sait bien, qu'il existe une correspondance biunivoque entre l'�equation de
Riccati

(0.1) y0 = a(x)y2 + b(x)y + c(x);

o�u a 6= 0, a 2 C1
x, b; c 2 Cx, X � (x1; x2), et l'�equation lin�eaire et homog�ene

(0.2) f(x)u00 + g(x)u0 + h(x)u = 0;

o�u f 6= o, f 2 C1
x, g et h 2 Cx. Pro�tant de cette correspondance nous allons

trouver des crit�eres d'int�egrabilit�e e�ective de l'�equation (0.2) correspondant �a des
crit�eres d'int�egrabilit�e des classes de l'�equation (0.1) obtenues dans notre travail
[5].

Tous les r�esultats obtenus sont confront�es avec les r�esultats publi�es dans le
trait�e de E. Kamke [3] ou [4] et G. Murphy [9]. Dans [3] il y a 545 �equations du type
(0.2) { homog�ene et non homog�ene (sans �equations cit�ees dans les compl�ements { 11
notes (104 �equations, v. [4]), et dans [bf 9] il y a 596 �equations de ce genre. De ces
ensembles des �equations, on peut obtenir 278 de quatre classes, qu on obtient des
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conditions donn�ees dans ce travail, et de plus, 476 �equations satisfont aux crit�eres
donn�es avec certaines restrictions.

J'exprime mes sinc�eres remerciments �aM -mesM . Lupa et B. Walig _ora pour
la collaboration pendant l a v�eri�cation des �equations de [3] et [9] au point de nos
crit�eres.

1. Remarques sur la construction des �equations lin�eaires et homog�enes

du second ordre e�ectivement int�egrables

Dans [5 p. 120], nous avons donn�e la m�ethode g�en�erale de construction des
�equations di��erentielles de Riccati (0.1) e�ectivement int�egra bles en l'appliquant
dans les cas suivants:

y0 � a(x)y2 = 0 et b(x)y + c(x) = 0;(1.1)

y0 � b(x)y = 0 et a(x)y2 + c(x) = 0;(1.2)

y0 � c(x) = 0 et a(x)y2 + b(x)y = 0:(1.3)

Ici nous consid�erons encore le cas:

(1.4) y0 = 0 et a(x)y2 + b(x)y + c(x) = 0:

Il conduit �a la condition bien connue

(1.5) a(x)K2 + b(x)K + c(x) = 0

pour x 2 X (o�u K { Cte r�eelle arbit., v. p. ex. ([3], p. 23] ou [9, p. 20]).

Pour obtenir les solutions et conditions qui correspondent aux solutions et
conditions donn�ees dans [5], nous pro�terons de la transformation

(1.6) y = �u0=a(x)u;

qui transforme chaque �equation (0.1) en l'�equation

(1.7) u00 �
a0(x) � a(x)b(x)

a(x)
u0 + a(x)c(x) = 0;

et aussi chaque solution particuli�ere yo de (0.1) en la solution particuli�ere

(1.8) u0 = C exp

�
�

Z
a(x)y0(x)dx

�

de l'�equation (1.7). Nous transformons maintenant l'�equation (1.7) en la forme
(0.2) en introduisant les substitutions suivantes:

(1.9) a(x) � 1=f(x); b(x) � (f 0(x)� g(x))=f(x)); c(x) � h(x):

Sa solution particuli�ere prend donc la forme

(1.10) u0 = exp

�
�

Z
y0(x)=f(x)dx

�
; (C = 1);
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dans laquelle la solution yo est exprim�ee en fonctions de f , g ou h. On sait bi-
en que de la formule de Liouville on obtient la deuxi�eme solution lin�eairemant
ind�ependante (v. p. ex. [3, p. 117], [6, p. 394], ou [8, p. 41]).

Comme dans [5], on donne onze di��erentes solutions particuli�eres de l'�equa-
tion (0.1), alors nous pouvons construire, au moins, onze solutions particuli�eres
de l'�equation (0.2). Ces solutions sont donn�ees dans les chap. 2, 3, 4 et 5 (v.
(2.1), (2.3), (3.1), (3.3.1), (3.3.2), (4.1); (4.3), (5.1) et (5.3)). Analogiquement, en
pro�tant des substitutions (1.9) dans les conditions de [5] et dans (1.5), on obtient
les conditions correspondantes pour l'�equation (0.2) (cf. (2.2), (2.4), (3.2) etc.). Des
conditions obtenues (cf. p. ex. (2.2) et (3.2)), on construit, si cela est possible, les
sous-classes de l'�equation (0.2) e�ectivement int�egrables.

Introduisons encore les op�erateurs suivants:

L�

1(u) = �f(x)u
00=u� f 0(x)u0=u;(1.11)

L�

2(u) = (g(x)� f 0(x))u0=u+ h(x);(1.12)

L�

3(u) = �f(x)u
00=u� g(x)u0=u+ f(x)u0

2
=u2;(1.13)

L�

4(u) = f(x)u0
2
=u2 + h(x);(1.14)

L�

5(u) = �f(x)u
00=u� f 0(x)u0=u+ f(x)u0

2
=u2 � h(x);(1.15)

L�

6(u) = f(x)u0
2
=u2 + (g(x) � f 0(x))u0=u;(1.16)

L�

7(u) = �f(x)u
00=u� f 0(x)u0=u+ f 0(x)u0=u� h(x)u0

2
;(1.17)

L�

8(u) = f(x)u0
2
=u2 � (f 0(x)� g(x))u0=u+ h(x):(1.18)

On les obtient des côt�es gauches des �equations (1.1) - (1.4) en appliquant la trans-
formation (1.6) et les formules (1.9). Il est �evident, que de chaque paire convenable
de ces formules r�esulte l'�equation (0.2). On peut donc l'�ecrire pour u 6= 0 sur X en
forme

(1.19) L�

2k�1(u) = L�

2k(u) (k = 1; 2; 3; 4):

Nous formulerons des th�eor�emes en forme des conditions n�ecessaires et su�-
isantes pour qu'une fonction, obtenue apr�es des transforxnation cit�ees ci-dessus,
soit la solution particuli�ere de l'�equation (0.2).

2. Cas correspondant au cas y0 � a(x)y2 = 0 et b(x)y + c(x) = 0

Th�eor�eme 2.1. Lu condition n�ecessaire et suÆsante pour que Ia fonction

(2.1) u0 =

Z
f�1(x)dx +K;

o�u K-Cte r�eelle arbit., soit une solution particuli�ere de l'�equation (0.2) �a coeÆcients
f 2 C1

X , g; h 2 CX et f 6= 0 dans X, est que les fonctions f, g et h satisfassent �a la
condition

(2.2) f(x)h(x) + (g(x)� f 0(x))

����
Z

f�1(x)dx +K

����
�1

= 0



64 Andrzej Kapcia

pour x 2 X.

Th�eor�eme 2.2. La condition n�ecessaire et suÆsante pour que la fonction

(2.3) u0 = exp

�Z
h(x)dx

f 0(x)� g(x)

�
;

soit une solution particuli�ere de l'�equation (0.2) �a coeÆcients f 2 C2
X , g; h 2 CX ,

fh 6= 0, f 0�g 6= 0 dans X, est gue les fonctions f, g et h satisfassent �a la condition

(2.4)
1

f(x)

�
f 0(x) � g(x)

f(x)h(x)

�
0

x

= 0

pour x 2 X.

Remarque 2.1. La condition (2.2) est satisfaite par 37 �equations des trait�es
[3] ou [4] et [9], et 28 de ces �equations satisfont �a la condition (2.4).

D�emonstration. (La construction g�en�erale des d�emonstrations des th�eor�emes:
2.1, 2.2, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, 5.1 et 5.2.) On d�emontre analogiquement tous les
th�eor�emes cit�es dans ce travail en appliquant la proc�edure suivante. On pro�te
convenablement de l'�equation (0.2) en forme (1.19) et des op�erateurs (1.11) { (l.l8).
Dans le chapitre 2 { l'�equation (1.19) pour k = 1 et les op�erateurs (1.11) et (1.12);
dans le chapitre 3 { l'�equation (1.19) pour k = 2 et les op�erateurs (1.13) et (1.14)
etc. En pro�tant des fonctions (2.1), (2.3) etc., cit�ees dans les th�eor�emes 2.1, 2.2
etc., on d�emontre succ�essivement la n�ecessit�e et la suÆsance des conditions cit�ees.

Remarquons encore qu'on peut obtenir la condition (2.1) des coeÆcients de
l'�equation (7.15) du travail [1] (si son troisi�eme terme est correct).

3. Cas correspondant au cas y0 � b(x)y = 0 et a(x)y2 + c(x) = 0

Th�eor�eme 3.1. La condition n�ecessaire et suÆsante pour gue Ia fonction

(3.1) u00 = exp

�
�

Z
K� exp

�
�

Z
g(x)

f(x)
dx

�
dx

�
;

ou K� = K, K { Cte r�eelle arbit. (o�u K� { Cte imaginaire pure: K� = iK), soit
respectivement une solution particuli�ere r�eelle (ou imaginaire) de l'�eguation (0.2)
�a coeÆcients f; g; h 2 CX , f 6= 0 et fh � 0 (ou fh > 0) dans l'intervalle X, est
gue les fonctions f, g et h satisfassent �a la condition

(3.2) h(x)�K2f(x) exp

�
�2

Z
g(x)=f(x)dx

�
= 0

pour x 2 X (le signe plus pour K� { r�eel, le signe moins pour K� - imaginaire).

Th�eor�eme 3.2. La condition n�ecessaire et suÆsante pour que les fonctions

u01 = exp

�
�

Z
(�h(x)=f(x))1=2dx

�
;(3.3.1)

u02 = exp

�Z
(�h(x)=f(x))1=2dx

�
;(3.3.2)
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soient des solutions particuli�eres de l'�eguation (0.2) �a coeÆcients f; h 2 CX , g 2
CX et f 6= 0, fh � 0 ou fh > 0 dans X, est que les fonctions f, g et h satisfassent
�a la condition

(3.4) f(x)h0(x) � (f 0(x)� 2g(x))h(x) = 0

dans l'intervalle X.

Remarque 3.1. Si les solutions particuli�eres sont imaginaires, alors on con-
struit les solutions r�eelles lin�eairement ind�ependantes d'une mani�ere bien connue.

Remarque 3.2. Les conditions (3.2) et (3.4) sont satisfaites par 136 �equations
des trait�es [3] ou [4] et [9]. Beaucoup de r�esultats donn�es dans [3], [4] et [9],
peuvent être compl�et�es et �elargis.

4. Cas correspondant au cas y0 � c(x) = 0 et a(x)y2 + b(x)y = 0

Th�eor�eme 4.1. La condition n�ecessaire et suÆsante pour que la fonction

(4.1) u0 = exp

�
�

Z
f�1(x)

�Z
h(x)dx +K

�
dx

�
;

o�u K { Cte r�eele arbit., soit une solution particuli�ere de l'�equation (0.2) �a coe�cients
f 2 C1

X , g; h 2 CX , et f 6= 0 dans l'intervalle X, est que les fonctions f, g et h
satisfassent �a la condition

(4.2)

Z
h(x)dx +K + f 0(x)� g(x) = 0

pour x 2 X.

Th�eor�eme 4.2. La condition n�ecessaire et suÆscrnte pour que la fonction

u0 = exp

�Z
f 0(x) � g(x)

f(x)
dx

�
;

soit une solution particuli�ere de l'�eguation (0.2) �a coeÆcients f 2 C2
X , g 2 C1

X ,
h 2 CX et f 6= 0 dans l'intervalle X, est que les fonctions f, g et h satisfassent �a la
condition

(4.4) h(x) � (g(x)� f 0(x))0X = 0

pour x 2 X.

La condition (4.4) est bien connue { v. [3, p. 119]. L'�quation (0.2) est dans
ce cas une �equation aux di��erentielles totalles. Dans ce travail elle �etait obtenue
totalement d'une autre mani�ere.

Remarque 4.1. Les conditions (4.2) et (4.4) sont satisfaites par 95 �equations
des trait�es [3] ou [4] et [9].



66 Andrzej Kapcia

5. Cas correspondant au cas y0 = 0 et a(x)y2 + b(x)y + c(x) = 0

Th�eor�eme 5.1. La condition n�ecessaire et suÆsante pour que Ia fonction

(5.1) u0 = exp

�
�

Z
Kf�1(x)dx

�
;

o�u K { Cte r�eelle arbit. (ou K { Cte complexe arbit., K = a+ ib), soit une solution
pctrticuli�ere de l'�eguation (0.2) �a coeÆcients f 2 C1

X , g; h 2 CX et f 6= 0 dans
l'intervalle X, est que les fonctions f, g et h satisfassent �a la condition

(5.2) K2 +Kf 0(x)�Kg(x) + f(x)h(x) = 0

pour x 2 X. La condition (5.2) pour K { complexe est �eguivalente au syst�eme de
conditions suivantes

(5.20) g(x)� 2a� f 0(x) = 0 et f(x)h(x) � (a2 + b2) = 0:

Remarque 5.1. La condition (5.2) est une g�en�eralisation de la condition don�ee
par H. G�oertler (v. [2] ou [3] l'�equation 2.444 a).

Remarque 5.2. La condition (5.2) (K { r�eel ou K { complexe) est satisfaite
par 125 �equations des trait�es [3] ou [4] et [9].

Th�eor�eme 5.2. La condition n�ecessaire et suÆsante pour que les fonctions

(5.3) u0 = exp

 Z
f 0(x)� g(x)�

p
�(x)

2f(x)
dx

!
;

o�u �(x) � (f 0(x)� g(x))2 � 4f(x)h(x); et 1) �(x) � 0 ou 2) �(x) < 0, soient des
solutions particuli�eres de l'�equation (0.2) �a coeÆcients f 2 C2

X , g; h 2 CX et f 6= 0
dans l'intervalle X, est que les fonctions f, g et h satisfassent respectiventent aux
conditions

(5.4)
h
f 0(x)� g(x)�

p
�(x)

i
0

x
= 0

pour �(x) � 0 et x 2 X; et

(5.40) (f 0(x) � g(x))0x = 0 et (�(x))0x = 0

pour �(x) < 0 et x 2 X.

Des conditions cit�ees on peut obtenir quelques sous-classes de l'�equation (0.2),
qui sont des g�en�eralisations de plus de 300 �equations cit�ees dans les remarques, mais
on peut les obtenir toutes seulement de quatre classes.

6. Remarques �nsles

Les crit�eres de cette note sont aussi satisfaits par beaucoup d'�equations
donn�ees dans des travaux originaux { par exemple les �equations 3 de [7] et 1.1 {
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1.25 de [10]. On peut renforcer tous ces r�esultats en introduisant dans le troisi�eme
coeÆcient la const. arbit.: �K2.

On peut �elargir les r�esultats pr�esent�es en d�e�nissant di��erement les syst�emes
de fonctions, par exemple, le syst�eme

(6.1) a(x) � h(x); b(x) � �h0(x)=h(x) � g(x)=f(x); c(x) � 1=f(x);

conduit au crit�ere

(6.2) f(x)h0(x) + h(x)

�
g(x) +

Z
h(x)dx +K

�
= 0:

Une autre mani�ere se fonde sur la d�eformation des �equations, qu'on peut
obtenir de nos crit�eres, par le changement de variable u = �(x)y. Par exemple,
l'�equation

(6.3) f(x)u00 + g(x)u0 �K2f(x) exp

�
�2

Z
g(x)=f(x)dx

�
u = 0

apr�es cette d�eformation prend la forme

�(x)f(x)y00 + (�(x)g(x) + 2�0(x)f(x))y0+(6.4)

+

�
�00(x)f(x) + �0(x)g(x) �K2�(x)f(x) exp

�
�2

Z
g(x)=f(x)dx

��
y = 0:

Parce que pour beaucoup d'�equations (0.2) on peut trouver: �, f , g et K, c. -�a-d.
on peut les �ecrire dans la forme (6.4), alors on peut les transformer �a l aide de
substitution: y = ��1(x)u en l'�equation (6.3), qui est e�ectivement int�egrable.

Les id�ees d obtention des classes d'�euations (0.2), introduites dans cette note,
permettent d'int�egrer e�ectivement beaucoup d'�equations lin�eaires du second ordre
et ainsi elles permettent d'�elargir les r�esultats pr�esent�es dans [3] ou [4] et [9], ainsi
que dans des notes originales.
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