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SOMMES DE RECIPROQUES

DE GRANDES FONCTIONS ADDITIVES

Jean-Marie De Koninck et Aleksandar Ivi�c

R�esum�e. On �etudie la distribution des valeurs d'une classe des fonctions arithm�etiques
additives. On �etablie les formules asymptotiques pour les sommes des valeurs r�eciproques en

utilisant la fonction  (x; y) =
X

n�x;P (n)�y

1.

1. Introduction. Dans un ouvrage ant�erieur ([5, p. 108]), nous avons d�e�ni
la famile H des \grandes" fonctions additives de la fa�con suivante:

Pour K > 0,  > 0 et Æ 2 R �xes, posons

h(x) = exp(K log x(log logx)Æ);(1.1)

f(n) =
X
pjn

h(p); F (n) =
X
p�kn

�h(p); F1(n) =
X
p�kn

h(p�);(1.2)

o�u p repr�esente toujours un nombre premier et p�kn signi�e que p�jn et p�+1 6 jn.
La famille H est constitu�ee de toutes les fonctions f , F et F1 qu'on peut obtenir
en faisant varier K,  et Æ selon les restrictions ci-haut.

Pour chaque nombre premier impair p, on a certainement f(p)� logC p pour
c > 0 arbitraire et �xe, et par ailleurs, lorsque x!1, on a

(1.3)
X
n�x

f(n) = x exp((K + o(1)) log x(log logx)Æ):

On peut donc consid�erer les fonctions f , F et F1 qui appartiennent �a H
comme de \grandes" fonctions additives, surtout si on les compare aux fonctions
additives classiques !(n) et 
(n) qui repr�esentent le nombre de facteurs premiers
distincts de n et le nombre total de facteurs premiers de n, respectivement.
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La d�e�nition de la famille H nous fournit pour K =  = 1, Æ = 0 les fonctions
additives

(1.4) �(n) =
X
pjn

p; B(n) =
X
p�kn

�p; B1(n) =
X
p�kn

p�:

Ces fonctions importantes ont �et�e �etudi�ees r�ecemment par plusieurs auteurs
(voir [1], [4], [5, ch. 6], [6], [7], [8], [9], [10]), et on s'int�erassait surtout aux
probl�emes concernant les valeurs r�eciproques de ces fonctions. C'est ainsi que dans
[9] on a d�emontr�e que

(1.5)
X

2�n�x

1=�(n) = x expf�21=2(logx�log logx)1=2+O((logx�log log logx)1=2)g:

On peut d�emontrer une formule analogue si on remplace �(n) par B(n). De
plus la r�elation (1.5) a �et�e g�en�eralis�ee et am�elior�ee dans [10]. L'�etude des fonctions
�, B et B1 montre q'uen g�en�eral le colzlportement des sommes des r�eci roques de
ces fonctions est �etroitement li�e au comportexnent des sommes des r�eciproques de
P (n), soit le plus grand facteur premier de n, ce qui nous am�ene �a introduire la
fonction

(1.6)  (x; y) =
X

n�x;P (n)�y

1:

Cette fonction compte le nombre d'entiers positifs n � x pour lesquels P (n) � y.
Les estim�es de  (x; y) sont d'une grande importance dans la th�eorie analytique des
nombres (voir [2], [3]).

Dans le pr�esent article, nous nous int�eressons aux fonctions f et F appar-
tenant �a la famille H ; plus pr�ecis�ement nous nous attardons �a g�en�eraliser (1.5) et
�a am�eliorer (6.16) et (6.17) de [5]. En fait, nous d�emontrerons d'abord le r�esultat
suivant:

Th�eor�eme 1. Pour f et F appartenarnt �a H, on aX
2�n�x

1=f(n) =

x exp

�
�K


+1 ( + 1)

1�Æ
+1

�
1 +O

�
log3 x

log2 x

��
(log x)


+1 (log2 x)

+Æ
+1

�
;

(1.7)

X
2�n�x

1=F (n) =

x exp

�
�K


+1 ( + 1)

1�Æ
+1

�
1 +O

�
log3 x

log2 x

��
(log x)


+1 (log2 x)

+Æ
+1

�
:

(1.8)

(Nous utilisons les abbr�eviario�es log2 x = log logx et log3 x = log log logx).

Le th�eor�eme 1 montre que les ordres de grandeur des sommes avec 1=f(n) et
1=F (n) sont les mm̂es. On peut par ailleurs pousser plus loin l'�etude des comporte-
ments asymptotiques de certaincs sommes impliquant f(n) et F (n); c'est ainsi que
nous d�emontrerons le r�esultat suivant:
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Th�eor�eme 2. Soit f et F appartenant �a H. Supposons de plus que  < 1 ou

encore que  = 1 avec Æ = 0. Alors il existe deux constantes positives c1 et c2 telles

que X
2�n�x

1=F (n) =
�
1 +O

n
exp

�
�c1 log


+1 x(log2 x)

+Æ
+1

�o� X
2�n�x

1=f(n);(1.9)

X
2�n�x

F (n)=f(n) = x+O
�
x exp

�
�c2 log


+1 x(log2 x)

+Æ
+1

��
:(1.10)

2. D�emonstration du Th�eor�eme 1. Soit x0 > 0 arbitraire. Dans to�utes
les sommes on peut supposer que P (n) > x0, car l'estim�e trivial  (x; x0) � x"

nous donne X
2�n�x;P (n)�x0

1=f(n) �  (x; x0)� x":

Par ailleurs, il existe x0 > 0 tel que pour x � x1la fonction h(x) est croissante. On
a donc, pour P (n) > max(x0; x1),

h(P (n) � f(n) � F (n) � 
(n)(h(P (n) +O(1)� (log n)(h(P (n))):

Cette in�egalit�e nous permet de constater qu'a�n de d�emontrer le Th�eor�eme 1, il
suÆt de d�emontrer que l'on peut substituer h(P (n)) �a la place de f(n) ou F (n)
dans les estim�es (1.7) et (1.8).

Or d�ej�a on peut �ecrire

(2.1)
X

2�n�x;P (n)>x0

1=h(P (n)) =
X

x0<p�x

h�1(p) (x=p; p) = S1 + S2 + S3;

disons, o�u, pour certaines constantes B > A > 0, on a

S1 =
X

x0<p�exp(BL)

h�1(p) (x=p; p);(2.2)

S2 =
X

exp(AL)<p�exp(BL)

h�1(p) (x=p; p);(2.3)

S3 =
X

exp(BL)<p�x

h�1(p) (x=p; p);(2.4)

L = (logx)
1

+1 (log2 x)
1�Æ
+1 :(2.5)

Pour estimer  (x; y) nous utiliserons la formule

(2.6)  (x; y) = x exp

(
�u(logu+ log2 u� 1 + log2 u� 1 +O

 �
log2 u

logu

�2!)
;

valable pour u = (logx)=(log y), ee � u � (1� ")(logx)=(log2 x). Cette formule est
plus pr�ecise que les r�esultats classiques de [2] et vient tout juste d'être d�emontr�ee
en [3].
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Nous estimons maintenant s�epar�ement S1, S2 et S3.

D'abord il est clair que

S1 � exp(AL) (x; expAL)� x exp
�
A0 log


+1 x(log2 x)

+Æ
+1

�
;

o�u lim
A!0

A0 = �1.

Par ailleurs, comme  (x; y) � x, on obtient que

S3 � x exp(�K(BL)(logBL)Æ)
X
p�x

p�1 � x exp
�
�B log


+1

�
;

puisque
X
p�x

1=p = log2 x+O(1); ici lim
B!1

B0 = +1.

Maintenant on choisit A < 0 assez petit pour que l'on ait

A0 < �K+1( + 1)1�Æ+1

et B assez grand pour que B0 > K+1( + 1)1�Æ+1. Gardons alors A et B
�xes. De cette fa�con, on voit que la contribution principale dans (2.1) viendra de
la somme S2 q�u on �ecrit sous la forme

(2.7) S2 =
X

LA�i�BL

S2;i o�u S2;i =
X

ei�1<p�ei

h�1(p) (x=p; p):

Mais alors l'in�egalit�e �evidente

max
AL�i�BL

S2;i � S2 � max
AL�i�BL

S2;i

d�emontre que la d�emonstration du Th�eor�eme 1 se r�eduit �a la d�emonstration de

(2.8)

max
AL�i�BL

S2;i =

x exp

�
�K


+1 ( + 1)

1�Æ
+1

�
1 +O

�
log3 x

log2 x

��
log

+Æ
+1 (log2 x)

+Æ
+1

�
:

Or dans la somme S2;i, on a

u =
log(x=p)

log p
=

logx

i
(1 +O(1=i)) +O(1);

logu = log2 x� log i+O(1);

log p = i+O(1):

En utilisant (2.6) on obtient

(2.9)

S2;i =
X

ei�1<p�ei

x

p
exp

n
�Ki logÆ i+O(i�1 logÆ i)�

�
logx

i
(log2 x� log i+ log(log2 x� log i)) +O

�
log


+1 x(log2 x)

Æ�1
+1

�o
= x exp

n
�Ki logÆ i� i�1 logx(log2 x� log i+ log(log2 x� log i))

+O
�
log


+1 x(log2 x)

Æ�1
+1

�o
;
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les termes venant de O(1=i) dans l'expression pour u ayant �et�e absorb�es dans le
dernier O(. . . ) de (2.9).

Pour trouver la valeur maximale de S2;i, il faut trouver la valeur minimale de
la fonction

(2.10) u(t) = Kt logÆ t+ t�1 logx(log2 x� log t+ log(log2 x� log t))

dans l'intervalle AL � t � BL. On calcule donc

u0(t) = Kt�1 logÆ t+KÆt�1 logÆ�1 t�

�t�2 logx(log2 x� log t+ log(log2 x� log t) + 1 + (log2 x� log t)�1);

et alors u0(t) = 0 pour

Kt+1( logÆ t+ Æ logÆ�1 t) = logx(log2 x� log t+ log(log2 x� log t) +O(1));

ce qui nous indique que t sera une fonction de x. Et on d�eduit que

( + 1) log t = log2 x+O(log3 x);

c'est-�a-dire que

(2.11) t = t0 = K
�1

+1 ( + 1)
Æ�1
+1 log

1
+ x(log2 x)

1�Æ
+1

�
1 +O

�
log3 x

log2 x

��
:

On a donc obtenu que pour t0 de�ni par (2.11) la fonction u(t) atteint sa
valeur maximale

u(t0) = K
1

+1 ( + 1)
1�Æ
+1 log+1 x(log2 x)

+Æ
+1

�
1 +O

�
log3 x

log2 x

��
;

ce qui termine la d�emonstration du Th�eor�eme 1.

3. D�emonstration du Th�eor�eme 2. Le cas  = 1, Æ = 0 a d�ej�a �et�e
consid�er�e en [4], [9] et [10]. C'est pourquoi on peut supposer que 0 <  < 1. Nous
avons donc

(3.1)

X
2�n�x

(1=f(n)� 1=F (n)) =
X

2�n�x

(F (n)� f(n))=(f(n)F (n))

�
X

2�n�x;P 2(n)jn

1 +
X

2�n�x;P 2(n)jn

(F (n)� f(n))h�2(P (n)) = S0 + S00;

disons. I1 est facile de voir que l'on peut d�emontrer (voir aussi [10]) que

S0 =
X

p�x1=2

 (xp�2; p) = x exp(�(21=2 + o(1))(log x � log2 x)
1=2);

en utilisant la même m�ethode que pour la d�emonstration de S2 d�e�nie par (2.3). Il
s'ensuit que, pour chaque c > 0 �xe, on a

S0 � exp
�
�c log


+1 x � (log2 x)

+Æ
+1

� X
2�n�x

1=F (n):
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Tenant compte de l'additivit�e des fonctions f et F , nous avons (ici p et q d�enotent
des nombres premiers)

(3.3)

S00 =
X
p�x

h�2(p)
X

m�x=p;P (m)<p

(F (m)� f(m))

=
X
p�x

h�2(p)
X

m�x=p;P (m)<p

X
qakm

(F (qa)� f(qa))

=
X
p�x

h�2(p)
X

qar�x=p;P (m)<p;q<p;(q;r)=1

(a� 1)h(q)

=
X
p�x

h�2(p)
X

qa�x=p;a�2;q<p

ah(q) 

�
x

pqa
; p

�
:

Tout comme dans la d�emonstration du Th�eor�eme 1, on peut supposer que p � x0,
q � x0. Alors on a h(q) � h(p) et on a pour qa � exp(CL), (C > 0), dans la
derni�ere somme, laquelle devientX

qa>exp(CL);a�2

�
X
p�x

h�1(p)
X

qa�exp(CL);a�2

axq�ap�1 � x exp(�C 0L);

o�u lim
C!1

C 0 =1. Donc en prenant C > 0 assez grand mais �xe, on voit qu'il nous

faut seulement estimer la somme

S� =
X
p�x

h�2(p)
X

qa�exp(CL);a�2;q<p

aq (xp�1q�a; p);

en remarquant que h(q) < q pour  < q dans (1.1). Dans S�, la contribution des p
pour lesquels p � exp(DL) ou p > exp(EL) (avec les constantes 0 < D < E bien
choisies) est n�egligeable: ceci s'obtient facilement si on utilise la même m�ethode
que dans la d�emonstratiori du Th�eor�eme 1. Le reste de S� peut s'�ecrire comme

(3.4)
X

DL�i�EL�1

S�i ; S�i =
X

ei<p�ei

h�2(p)
X

qa�exp(CL)

aq (xq�ap�1; p)

et on a alors
max

DL�i�EL
S�i �

X
DL�i�EL

S�i � L max
DL�i�EL

S�i :

Or la relation (3.3) est semblable �a (2.7). On peut donc �evaluer maxS�i de la même
fa�con que l'expression maxS2;i qui apparaissait dans (2.7), carX

q<p;a�2

q1�a � log log p

est le seul facteur suppl�ementaire. Donc la fonction u(t) (d�e�nie par 2.10) sera ici
remplac�ee par

v(t) = 2Kt logÆ t+ t�1 logx(log2 x� log t+ log(logz x� log t))
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�a cause de h�2(p), ce qui nous donnera

(3.5) max
CL�i�EL�1

S�i � x exp
�
�C0 log


+1 x(log2 x)

+Æ
+1

�

pour une certaine constante C0 > K


+1 (1 + )
1�Æ
1+ . Tenant compte de (3.5), on

obtient le même type d'estim�e pour
P
S�i , d'o�u on obtient facilement (1.9).

En�n, la d�emonstration de (1.10) est analogue �a la d�emonstration de (1.9)
quand on �ecritX

2�n�x

F (n)=f(n) = x+O(1) +
X

2�n�x

(F (n)� f(n))=f(n)

et qu'on observe que cette derni�ere somme s'estime comme la somme S00 de (3.3)
en rempla�cant 1=h2(p) par 1=h(p).

4. Remarques. (i) Dans la d�e�nition (1.1) de h(x) on peut remplacer
log logx par log log(x+1), car log log 2 < 0 et alors pour Æ = 1=2 on aurait h(2) 62 R.
Cette distinction �etant faite, on aura toujours f(n), F (n), F1(n) 2 R

+.

(ii) Dans les d�emonstrations de nos r�esultats, nous avons utilis�e les m�ethodes
de [9] et [10]. Avec des calculs plus pr�ecis, on pourrait am�eliorer le terme d'erreur

O
�
log3 x
log2 x

�
dans le Th�eor�eme 1. Remarquons de plus que (1.7) pour K =  = 1,

Æ = 0 est plus fort que (1.5); toutefois dans ce cas bien pr�ecis, le r'esultat d�emontr�e
en [10] est encore meilleur.

(iii) Si on choisit  > 1, alors on peut omettre x dans (1.3), car

x = exp(o(log x � (log2 x)
Æ)) pour  > 1 �xe:

Le cas  > 1 pr�esente des diÆcult�es si on veut d �montrer la validit�e du Th�eor�eme
2, parce qu'on ne peut pas utiliser l'in�egalit�e h(q) < q et la fonction h(x) crô�t trop
vite.

(iv) Dans [6], on a �etudi�e toutes les sommes des fonctions �(n), B(n) et
B1(n). On peut aussi g�en�eraliser ce probl�eme et �etudier les sommes des quotients
de f(n), F (n) et F1(n) quand f , F et F1 2 H .

(v) Il serait peut-être int�eressant d'�etudier les sommes des valeurs r�eciproques
des fonctions additives d'une famille plus grande que H . Par exemple, dans la
d�e�nition (1.1) de h(x) on pourrait reirplacer K log x(log logx)Æ par une fonction
L(x) > 0 �a croissance lente dans le sens de Karamata (voir [11] pourla d�e�nition
et les propri�et�es des fonctions �a croissance lente). Avec certaines hypoth�eses sur
L(x) on pourrait d�eduireX

2�n�x

1=f(n) = x exp(�(1 + o(1))L1(x));

o�u L1(x) est une autre fonction �a croissance lente.
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(vi) Signalons aussi que, pour  > 1, on a

h(x) > xc;

pour chaque c > 0 �xe et x � x0(c), mais queX
2�n�x

1=f(n) > x"

pour chaque 0 < " < 1 si x est suÆsamment grand.

(vii) En�n remarquons que dans nos consid�erations nous avons omis F1 2 H .
La raison est tout simplement que les sommes impliquant F1(n) sont beaucoup
plus diÆciles �a estimer que celles avec f(n) et F (n), parce que l'in�egalit�e F1(n)�
logn � h(P (n)) n'est pas valable en g�en�eral.
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