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QUELQUES PROPRI�ET�ES DES FONCTIONS CARDINALES

Ljubi�sa Ko�cinac

Si (dans une classe d�e�nie d'espaces toplogiques) une fonction cardinale
est donn�ee, il est naturel d'examiner son comportement par rapport �a quelques
op�erations avec des espaces, c'est-�a-dire sous une application de l'espace: par ex-
ample, comment la fonction est chang�ee par un passage �a un sous-espace, �a un
produit, sous des applications continues (ou quelques autres). Il est �evident que le
proc�ed�e est aussi tout �a fait logique quand il est invers�e: si la fonction cardinale
satisfait cetraines conditions (naturellement)donn�ees, on peut se demender dans
quelle relation elle se trouve avec les fonctions cardinales connues. Dans ce travail
on examine justement cette deuxi�eme mani�ere d'�etude des fonctions cardinales.

La terminologie et les notations sont comme dans [9] et [4]; D et D(k)
d�enotent l'espace discret de deux points et de k points, respecetivement; tous
les espaces consider�es sont in�nes et T1 si l'on ne dit pas le contraire.

Soit ' une fonction cardinale. Consid�erons les conditions suivantes pour ':

(1) pour chaque espace discret X on a '(X) =j X j;

(2) '(X) �j X j pour chaque espace X ;

(3) ' est une fonction monotone, c'est-�a-dire, si A est un sous-ensemble de
X , alors '(A) � '(X);

(4) si A est dense dans X , alors '(A) � '(X);

(5) si A est dense dans X , alors '(X) � '(A);

(6) si Y est une image continue de l'espace X , alors '(Y ) � '(X);

(7) si fXs : s 2 Sg est une famille d'espaces et X = �fXs : s 2 Sg leur
produit (topologique), alors '(X) �j S j supf'(Xs) : s 2 Sg.

Th�eor�eme 1. (i) Le nombre de Kurepa-Souslin c est la plus petite fonction
cardinale qui satisfait aux conditions (1), (4) et (6)*;

AMS Subject Classi�cation (1980): Primary 54A 25.
*Une caract�erisation de c di�erente de celle-la donn�ee par B. E�mov (v.[6] et [11]).
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(ii) L'�etendue (spread) s est la plus petite fonction cardinale qui satisfait aux
conditions (1) et (3);

(iii) La densit�e d est la plus grande fonction cardinale qui satisfait aux con-
ditions (2) et (5).

D�emonstration. (i) Soit '(X) = k et soit G une famille arbitraire de sous-
ensembles non-vides, ouverts et deux �a deux disjoints de X . Sans limiter la
g�en�eralit�e de notre d�emonstration, nous pouvons supposer que G est une telle famille
maximale. Alors, Y = [G est un ensemble partout dense dans X et c'est pourquoi
d'apr�es (4) nous avons

(*) '(Y ) � '(X)

D'autre part, nous pouvons appliquer continuement Y sur un espace discret Z de
cardinalit�e j G j (appliquant chaque U 2 G en un point de Z). D'apr�es (1) et (6)
nous aurons j G j=j Z j= '(Z) � '(Y ). La derni�eres in�equalit�e avec (�) donne
j G j� '(X) = k, ce qui signi�e que c(X) � '(X).

Puisque, comme il bien connu [5; p. 86 et 155], [9; p. 14], c satisfait aux
conditions (1), (4) et (6), l'aÆrmation est compl�etement prouv�ee.

(ii) Soient '(X) = k et A un sous-espace discret et arbitraire de X . Alors
d'apr�es (1) '(A) =j A j, tandis que d'apr�es (3) '(A) � '(X). Donc, j A j� '(X).
De même

s(X) = supfj A j: A est discret en Xg � '(X):

Puisque s satisfait aux conditions (1) et (3), s est en e�et la plus petite fonction
cardinale qui satisfait �a ces deux conditions.

Remarque 1. D'une mani�ere compl�etement �egale on prouve que p; (p(X) =
supfj A j: A est un sous-espace discret et ferm�e en Xg), est la plus petite fonction
cardinale qui satisfait (1) et

(30) pour chaque A � X ferm�e on a '(A) � '(X):

(iii) Si d(X) = k et A est un espace dense dans X avec j A j= k, alors de (5)
il suit que '(X) � '(A), et d'apr�es (2) '(A) �j A j= k. D�es lors '(X) � d(X).
Nous terminous la d�emonstration en remarquant que d satisfait aux conditions (2)
et (5).

Corollaire 1. (a) Soient X un espace m�etrique et ' une fonction cardinale.
Alors '(X) = c(X) si et seulement si ' satisfait aux conditions (1), (2), (4), (5) et
(6).

Cela suit du fait que dans les espaces m�etriques c et d sont �egales.

Faisons observer qu'ici on peut supprimer la condition (6) et remplacer (4)
par (3), ce qu'on peut facilement d�emontrer (v. [10]).

(b) Si X est un espace lin�eaire ordonn�e ou un bicompact s�equential ou un
bicompact pseudo-radial, et ' satisfait aux conditions (1), (4) et (6), alors j X j�
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exp '(X) (v.[8; p. 18], [1; p. 258], et [4; p. 38]. respectivement); si X est un
bicompact �-s�epar�e (�-expanded), alors j X j� exp exp '(X) [3; p. 507. th. 15].

(c) Si une fonction cardinale ' satisfait aux conditions (1) et (3), alors:

pour tout espace de Hausdor� X nous avons j X j� exp exp '(X) et o(X) �
exp exp '(X) (v. [7; p. 350] et [9; p.24], respectivement);

si X est un bicompact �-gauche, alors j X j� '(X)+ [3; p. 507, th. 16].

(d) Si X est un espace arbitraire de Hausdor�, '1 une fonction cardinale qui
satisfait aux conditions (1) et (3) et '2 satisfait (2) et (5), alors '2(X) � exp '1(X)
[7; p. 347, th. 1]; de plus,

si X est un bicompact, alors '2(X) � '1(X)+ [12; p. 59, th. 1];

si X est un bicompact dyadique, alors '2(X) � '1(X) [5; p. 293].

Remarque 2. Dans (d) on a une in�egalit�e stricte; h'2(X) � exp '1(X).
En e�et, si l'aÆrmation n'�etait pas vraie, alors il existerait un Y � X tel que
'2(Y ) > exp '1(X). Puisque selon la supposition '1 est une fonction (cardinale)
monotone, '1(Y ) � '1(X), d'o�u nous avons '2(Y ) > exp '1(Y ) � exp '1(Y ).
Cela s'oppose au r�esultat (d) (puisque Y est un espace de Hausdor�).

Th�eor�eme 2. Soit ' une fonction cardinale qui satisfait aux conditions (1),
(3) et (7). Alors

(i) '(Dk) = k, ou même '(D(k)k+ = k+;

(ii) '(�fXs : s 2 Sg) �j S j;

(iii) Dand la classe des espaces nuldimensionels le poids w est la plus grande
fonction cardinale qui satisfait aux conditions (1), (3) et (7).

D�emonstration. (i) L'espace Dk contient un sous-espace discret A de la
puissance k determin�e par A = fx 2 Dk : x� = 1 et x� = 0 pour � 6= �; � 2 kg.
C'est pourquoi d'apr�es (1) et (3), '(Dk) � '(A) =j A j= k, et d'apr�es (1) et (7),
'(Dk) � k � '(D) = k, c'est-�a-dire '(Dk) = k.

Pour la preuve de la deuxi�eme partie de l'aÆrmation nous utiliserons un
r�esultat de Mycielski (v. [8; p. 83]) disant qu'on peut immerger D(k+) (comme un
sous-espace ferm�e) en D(k)k+. C'est pourquoi nous avons

'(D(k)k
+

) � k+ � '(D(k)) = k+ � k = k+; et '(D(k)k
+

) � '(D(k+)) = k+;

ci qui donne '(D(k)k+) = k+.

(ii) Puisque (les espaces �etant T1) l'espace �fXs : s 2 Sg contient l'ensemble
DjSj, ce qui d'apr�es (3) entrâ�ne '(�fXs : s 2 Sg) � '(DjSj), d�es lors d'apr�es (i),
'(DjSj) =j S j, ce qui prouve notre aÆrmation.

(iii) Soit X un espace arbitraire nultimentionel de poids w(X) = k. D'apr�es
un th�eor�eme bien connu d'Alexandro� [5; th. 6.2. 16], l'espace X peut être
immerg�e dans le cube de Cantor Dk. Selon la condition (3), nous avons main-
tenant '(X) � '(Dk), c'est-�a-dire grâce �a (i) dans ce th�eorem�e, '(X) � k. Donc,
w(X) � '(X).
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La fonction w satisfait aux trois conditions donn�ees, de mani�ere qu'ell est
vraiment la plus gande de ces fonctions cardinales dans la classe des espaces
nuldimensionels.

Th�eor�eme 3. Soit ' fonction cardinale qui satisfait les conditions (1), (3),
(6) et (7). Alors

(i) '(�fXs : s 2 Sg) =j S j supf'(Xs) : s 2 Sg;

(ii) Dans la classe des bicompacts le poids w est la plus grande fonction (car-
dinale) qui satisfait aux quatre conditions donn�ees;

(iii) Si X est un bicompact et '(X) < k, alors pour au moins un point x 2 X

on a ��(x;X) < k;

(iv) Si X est un bicompact extrêmement non-connexe et '(X) < k; k > �0,
alors �(x;X) < k pour au moins un point x 2 X.

D�emonstration. (i) D'apr�es le th�eor�eme 2 de (1), (3) et (7) il suit que
'(�fXs : s 2 Sg) �j S j. D'autre part, d'apr�es (6), �etant que les projections
sont des applications continues, nous avons

'(�fXs : s 2 Sg � '(Xs); pour chaque s 2 S;

et �nalement nous avons '(�fXs : s 2 Sg) �j S j � supf'(Xs) : s 2 Sg. Cela avec
(7) donne l'�egalit�e.

(ii) Il est connu que chaque bicompact X de poids w(X) = k est un trans-
form�e continu d'un sous-espace ferm�e H du cube de Cantor Dk. Aussi d'apr�es
(6) nous avons '(X) � '(H), tandis que d'apr�es (3), '(H) � '(Dk), c'est-�a-dire
d'apr�es (i) du th�eor�eme 2, '(H) � k. Cela signi�e que '(X) � w(X)

Puisque dans la classe des bicompact le poids w satisfait aux quatre condi-
tions donn�ees [4; p. 54, cor. 2.1.10] et [9; p. 103], notre aÆrmation est vraie.

(iii) Supposons, contrairement �a l'aÆrmation du th�eor�eme, que pour chaque
x 2 X; ��(x;X) � k. D'apr�es un r�esultat de B. �Sapirovski [13; p. 126, th. 1], [4;
p. 65, th. 3.1.9], [9; p. 63], ou peut appliquer d'une fa�con continue l'espace X sur
Ik, o�u I = [0; 1]. Maintenant d'apr�es (6), nous avons '(X) � '(Ik). D'apr�es ce
qui fut prouv�e en (ii) du th�eor�eme 3 et du fait que I est bicompact, nous avons
'(I) � w(I) = @0, d'o�u �a cause de (1), (3) et (7) nous aurions '(Ik) = k �'(I) = k.
Donc, '(X) � k, ce qui contredit l'hypoth�ese.

(iv) Soit �(x;X) � k pour chague x 2 X . D' apr�es un th�eor�eme de Bandlov
(v. [4; p. 71, th. 3. 3. 15]), dans ce cas il est possible de transformer continûment
X sur Dk. Aussi (6) donne '(X) � '(Dk), c'est-�a-dire d'apr�es (i) du th�eor�eme 2,
'(X) � k, ce qui est une contradiction.

Le th�eor�eme est coml�etement prouv�e.

Corollaire 2. Soient X un bicompact �-s�epar�e, '1 une fonction cardinale
qui satisfait (1), (3), (6) et (7), et '2 une fonction cardinale qui satisfait (1), (4) et
(6). Alors '1(X) � exp '2(X) (v. [3; th. 15], [4; p. 37]).
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Remarque 3. Pour la classe des bicompacts dyadiques on peut supprimer la
condition (3) dans l�evaluation du poids de l'espace. En e�et, le bicompact dyadique
X de poids k est une image continue de Dk (v. [5; p. 292]). C'est pourquoi
'(X) � '(Dk) � k � '(D) = k, c'est-�a-dire '(X) � w(X).

De plus, on peut, au lieu de la condition (1), prendre la condition (2); w sera
la plus grande fonction cardinale qui dans la classe bicompacts quadiques satisfait
(2), (6) et (7).

De la remarque 3 (et du th�eor�eme 3) et de (ii) du th�eor�eme 1, on obtient une
cons�equence importante:

Corollaire 3. Dans la classe des bicompacts dyadiques le poids w est �egal
�a ' sid et seulement si ' satisfait aux conditions (1) (3) (6) et (7).

Les conditions (1), (3), (6) et (7) sont ind�ependantes. En e�et, les fonctions
cardinales

s; d; '(X) =

(
j X j; si X est discret

�(X); autrement
; et '(X) = @0 pour chaque X

satisfont, respectivement, �a toutes les conditions donn�ees sauf �a la condition (7),
(3), (6) et (1), respectivement.

Je tiens �a remercier M. A. V. Arhangelskii de ses suggestions bien utiles.
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