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SUR CERTAINS ESPACES DE RIEMANN SYM�ETRIQUES

Eftimie Grecu

Introduction. E Cartain [1] a montr�e que la transformation lin�eaire qui
engendre un automorphisme involutif du groupe unitaire complexe peut être amen�ee
�a l'une des formes canoniques:

(1) z
01 = z1; . . . ; z

0q = zq; z
0q+1 = �zq+1; . . . ; z

0p = �zp

(2) z
02i�1 = �z2i; z

02i = z2i�1; (i = 1; . . . ; p)

(3) z
01 = �z1; . . . ; z

0p = �zp

o�u z1; . . . ; zp (dans les cas 1 et 3) ou z1; . . . ; z2p (dans le cas 2) sont des coordonn�es
complexes orthogonales dans l'espace unitare complexe o�u est d�e�ne le groupe
consid�er�e, �z �etant le conjugu�e du nombre complexe z.

E. Cartan [2] a montr�e de même que �a chaque automorphisme involutif du
groupe unitaire complexe correspond un espace riemannien sym�etrique ayant ce
groupe comme groupe de mouvements.

On sait [11] que les espaces sym�etriques associ�es �a l'automorphisme (1) sont
les espaces de Grassmann complexes.

Dans la pr�esente note nous �etudions les espaces riemanniens sym�etriques qui
correspondent �a l'automorphisme involutif (2) du groupe unitaire complexe U(2p).

Nous montrons d'abord que le sous-groupe des �el�ements �xes d'automor-
phisme (2) a 2p2 param�etres, d'o�u il r�esulte que l'espace de Riemann sym�etrique
Vn dont le groupe de stabilit�e co��ncide avec le sous-groupe ci-dessus a n = 2p2

dimensions.

En ce qui concerne l'�el�ement d'arc, nous d�emontrons que les espaces Vn peu-
vent être plong�es de fa�con non holonome et holonome dans la vari�et�e repre�esentative
du groupe unitaire complexe U(2p).

En�n, nous trouvons une repr�esentation param�etrique rationelle de l'espace
Vn d'o�u il r�esulte que cet espace est une vari�et�e alg�ebrique l'espace Vn, rationnelle.
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Nous d�eterminons aussi l'expression locale de la m�etrique de relative �a la carte
consid�er�ee.

1. D�e�nition des espaces Vn. On sait [11] que le groupe unitaire complexe
en 2p variables U(2p) a 4p2 param�etres. Il est isomorphe au groupe symplectique
orthogonal en 4p variables 
(4p), form�e des matrices r�eelles A d'ordre 4p, qui
satisfont les relations.

(4) A ~A = E; AI = IA

o�u E est la matrice unit�e d'ordre 4p; ~A signi�e la transpos�e de la matrice A, et
I est la matrice suivante d'ordre 4p

I =












0 1 0 0 . . . 0 0
�1 0 0 0 . . . 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 . . . �1 0












Soit J un �el�ement �xe du groupe 
(4p). On sait que l'application f :

(4p) ! 
(4p), d�e�nie comme il suit

(5) f(A) = JAJ�1

est un automorphisme int�erieur du groupe 
(4p).

Il est facile�a voir que f est une involution de l'ensemble 
(4p) si et seulement
si, quel que soit A 2 
(4p), nous avons la relation

(6) AJ2 = J2A

Cette relation a lieu si et seulement si J2 est une matrice scalaire, donc

(7) J2 = �E; � 2 Rnf0g:

De la relation J ~J = E il r�esulte que (det J)2 = 1 mains de la relation (7) il
r�esulte que (det J)2 = �4p. Par cons�equent, nous avons �4p = 1, donc � = �1.

Pour � = �1, nous avons J2 = �E, donc J est un �el�ement antiinvolutif iu
groupe 
(4p). La matrice suivante

J =

2
66666666664

0 0 �1 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 �1 . . . 0 0 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 . . . 0 0 �1 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 �1
0 0 0 0 . . . 1 0 0 0
0 0 0 0 . . . 0 1 0 0

3
77777777775
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satisfait les relations J ~J = E; JI = IJ; J2 = �E, donc elle engendre un auto-
morphisme involutif du groupe 
(4p).

Dans les variables complexes, cet automorphisme est même l'automorphisme
involutif (2) du groupe unitaire complexe U(2p).

L' ensemble des �el�ements �xes de l'automorphisme involutif (5) est form�e des
matrices A 2 
(4p) qui satisfont la relation

(8) AJ = JA

comme on peut v�eri�er tr�es facilement. Cet ensemble est un sousgroupe du groupe

(4p).

Pour d�eterminer la dimension de ce sous-groupe observons d'abord que si la
matrice A satisfait la relation AI = IA, alors elle a la forme suivante donn�ee dans
[4] et notamment

A =












a11 a21 . . . a
4p�1
1

a
4p
1

�a21 a11 . . . �a
4p
1

a
4p�1
1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

a14p�1 a24p�1 . . . a
4p�1
4p�1 a

4p
4p�1

�a24p�1 a14p�1 . . . �a
4p
4p�1 a

4p�1
4p�1












donc elle poss�ede 8p2 �el�ements ind�ependents.

Il est facile �a voir que la matrice A ci-dessus satisfait la relation (8) si elle a
la forme cellulaire

A =









A1

1 . . . A
p
1

...
...

A1

p . . . Ap
p








; A

j
i =











a4j�3
4i�3 a4j�2

4i�3 a4j�1
4i�3 a4j

4i�3

�a4j�2
4i�3 a4j�3

4i�3 �a4j4i�3 a4j�1
4i�3

�a
4j�1
4i�3 a

4j
4i�3 a

4j�3
4i�3 a

4j�2
4i�3

�a
4j
4i�3 �a

4j�1
4i�3 �a

4j�2
4i�3 a

4j�3
4i�3










(1; j = 1; . . . ; p)

d'o�u il r�esulte que la matrice A poss�ede maintenant 4p2 �el�ements ind�ependants.

En tenant compte de la forme cellulaire de la matrice dans la relationA ~A = E,
il r�esulte que le nombre des relations d'orthogonalit�e distinctes est

2p+ 4[1 + 2 + � � �+ (p� 1)] = 2p2:

Par cons�equent, une matrice A d'ordre 4p, qui satisfait les relations (4), (8)
poss�ede 2p2 �el�ements ind�ependants. Nous avons donc le suivant

Th�eor�eme. Le sous-groupe des �el�ements �xes de l'automorphisme involutif

(5) a 2p2 param�etres .

�A l'automorphisme involutif (5) du groupe 
(4p) correspond un espace rie-
mannien sym�etrique Vn �a n = 4p2 � 2p2 = 2p2 dimensions, si nous consid�erons le
groupe des �el�ements �xes de cet automorphisme comme sous-groupe de stabilit�e de
Vn.

La m�etrique de Vn est induite par m�etrique de l'espace euclidien R16pp dans
lequel est plondg�e Vn.
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2. Plongement non holonome de l'espace Vn. Soit l'espace euclidien
R16pp (alk); (k; l = 1; . . . ; 4p), ayant la m�etrique

(9) ds2 = Tr(dAd ~A)

o�u Tr(M) signi�e la trace de la matrice M , mais dA la di��erentielle de le matrice
A.

Introduisons dans l'espace R16pp les formes de Pfa�

(10) dF = ~A � dA

De (4), (9) et (10) on obtient les formules

d ~F = �dF(11)

dA = A � dF(12)

I � dF = dF � I(13)

ds2 = Tr(dFd ~F ):(14)

Consid�erons maitenant le syst�eme de Pfa�

(15) J � dF = �dF � J:

Il est facile de montrer que la matrice dF a 2p2 di��erentielles ind�ependantes,
donc le syst�eme de Pfa� (15) d�e�nit un sousespace non holonome V n

N (N = 4p2) du
groupe 
(4p).

Les transformations des variables de l'espace R16pp

A0 = UA; U ~U = E; UI = IU

laissent invariantes les formes de Pfa� (10), par cons�equent l'espace non holonome
V n
N poss�ede un groupe d'automorphismes isomorphes au groupe 
(4p).

Introduisons la matrice suivante

(16) B = AJ ~A:

De (11), (12), (15) et (16) on obtient la relation

(17) dB = 2AdF � J ~A:

qui nous montre que la matrice B d�epend de 2p2 param�etres.

De (14) et (17) on obtient la formule

(18) ds2 = Tr(dBd ~B)=4

qui peut être consid�er�ee comme �etant la m�etrique de l'espace sym�etrique Vn = V n
N .

On a donc le suivant
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Th�eor�eme. La m�etrique de l'espace riemannien sym�etrique Vn co��ncide avec

la m�etrique de la vari�et�e non holonome V n
N , d�e�nie sur l'espace VN par le syst�eme

de Pfa� (15).

On obtient ainsi un plongement non holonome de l'espace Vn dans la vari�et�e
VN du groupe 
(4p), vari�et�e d�e�nie dans l'espace R16pp par les �equations qui
r�esultent des �egalit�es matricielles (4).

3. Plongement holonome de l'espace Vn. De (4) et (16) on obtient les
relations

(19) B ~B = E; BI = IB; ~B = �B:

Comme les deux premi�eres relations (19) co��cident avec relations (4), on peut
�enoncer le suivant

Th�eor�eme. L'espace sym�etrique Vn peut être obtenu par l'intersection de la

vari�et�e Vn du groupe 
(4p) avac la vari�et�e lin�eaire ~A = �A.

On a ici ce qu'on appelle un plongement holonome de l'espace Vn dans la
vari�et�e VN du groupe 
(4p).

4. Repr�esentation param�etrique rationnelle de l'espace Vn. Con-
sid�erons une matrice r�eelle C d'ordre 4p, qui satisfait les relations

(20) ~C = �C; IC = CI; JC = �CJ:

Tout comme la matrice dF , la matrice C d�epend de 2p2 param�etres.

Consid�erons ensuite la matrice

(21) B = (E + C)�1 � (E � C)J; j E + C j6= 0

qui d�epend, tout comme C, de 2p2 param�etres.

Tenant compte de (20), il est facile �a voir que la matrice B satisfait les
relations (19).

Puisque l'inverse de la formule (21) est

C = (J �B)(J +B)�1; j J +B j6= 0

on peut �enoncer le suivant

Th�eor�eme. L'espace Vn est une vari�et�e alg�ebrique rationnelle, la formule

(21) en d�e�nissant une repr�esentation param�etrique rationnelle du voisinage du

point B0 = �J , form�e par les points B avec j J +B j6= 0.

5. La m�etrique de l'espace Vn. De (21) il r�esulte que la di��erentielle de
la matrice B est donn�ee par la formule

(22) dB = �2(E + C)�1dC(E + C)�1J:
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Tenant compte de (22) dans (18), on obtient

(23) ds2 = �4Tr[dC(E � C2)�1]2:

Nous avons donc le suivant

Th�eor�eme. L'expession locale de la m�etrique de l'espace Vn, relative �a la

carte (21) est d�e�nie par la formmle (23).

Observation. Dans les coordonn�ees clk, qui sont les �el�ements de la matrice C,
la m�etrique de l'espace riemannien sym�etrique Vn a une forme simple, analogue �a
la m�etrique de l'espace repr�esentatif du groupe orthogonal.
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