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OB OTKRYTYH MONOTONNYH OTOBRA�ENI�H

V. V. Fedorquk

R. D. Anderson dokazal [2], qto gil~bertov kirpiq Q �vl�ets� mono-
tonnym otkrytym obrazom mengerovsko� krivo� M. Ots�da perehodom k
polnym proobrazam podmno�estv vytekaet

Teorema A. Vs�ki� kompakt �vl�ets� monotonnym otkrytym obra-
zom odnomernogo kompakta.

V danno� zametke my perenosim �to utver�denie na nemetrizuemy�
sluqa�. Imeet mesto

Teorema 1. Dl� vs�kogo bikompakta X suwestvuem bikompakt Z

razmernosti dim Z � 1 i monotonnoe otkrytoe otobra�enie f bikom-
paktna Z na bikompakt X.

Pre�de, qem dokazyvat~ teoremu 1, my uka�em odno e� prilo�enie.

Dl� bikompakta X qerez exp X oboznaqaets� prostranstvo vseh ne-
pustyh podmno�estv X, snab�ennoe topologie� V~etorisa. Qerez expcX
oboznaqaets� podprostranstvo prostranstva exp X, toqkami kotorogo
�vl��ts� vse podkontinuumy X.

Bikompakt X nazyvaets� mnogoznaqnym (sootvetstvenno kontinuum-
znaqnym) absol�tnym retraktom, esli pri vs�kom ego vlo�enii X ,! I�

v tihonovski� kub suwestvuet mnogoznaqna� (sootvetstvenno kontinuumz-
naqna� retrakci� r : I� ! exp X (sootvetstvenno r : I� ! expcX), t.e.
takoe nepreryvnoe otobra�enie, qto r(x) = fxg dl� vs�ko� toqki x 2 X.

Nepreryvnor otobra�enie f :X ! Y nazyvaets� n-m�gkim, esli dl�
vs�kogo bikompakta Z razmernosti dim Z � n i vs�kogo ego zamknutogo
podmno�estva A vs�ku� kommutativnu� diagrammu

mo�no dopolnit~ do kommutativno� diagrammy
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Nakonec, bikompakt X nazyvaets� absol�tnym �kstenzorom v ra-
zmernosti n (pixem X 2 AE(n)) esli posto�nnoe ego otobra�enie �vl�-
est� n-m�gkim.

G. M. Nepomn�wi� dokazal [4], qto vs�ki� mnogoznaqny� absol�t-
ny� retrakt (MAR) adekvaten klassu 1-m�gkih otobra�eni� (opredelenie
adekvatnosti smotri v rabote E. V. Wepina [8]) i, sledovatel~no, �vl�-
ets� absol�tnym �kstenzorom v razmernosti 1. Imeet mesto

Teorema 2. Dl� bikompakta X �kvivalentny sledu�wie uslovi�

a) X 2CAR* b) X 2MAR v) X 2AE (1)

Dokazatel~stvo. V silu byxeskazannogo nado lix~ proverit~ im-
plikaci� v)) a). Pust~ X 2AE (1) i X ,! I�{vlo�enie. Suwestvuet
odnomerny� bikompakt Z i monotonnoe otkrytoe otobra�enie f : Z ! I�

na I� (sm. Teoremu 1). Polo�im A = f�1X i g = f j A. Poskol~ku
X 2AE(1), suwestvuet takoe otobra�enie h : Z ! X, qto h j A = g. Togda
otobra�enie expc h Æ f�1 : I� ! expcX i budet iskomo� kontinuumznaqno�
retrakcie�.

Sledstvie. Klass AE (1)-bikompaktov adekvaten klassu 1-m�gkih
otobra�eni�.

Otmetim, qto po-pre�nemu ne rexen sledu�wi� vopros.

Vopros. Adekvaten li klass AE(n)-bikompaktov klassu n-m�gkih oto-
bra�eni� pri l�bom n?

Poka otvet na �tot vopros polo�itelen lix~ dl� n = 0 (He�don [6]),
n =1 (E. V. Wepin [8]) i n = 1.

Dokazatel~stvo teoremy 1 ispol~uet metod B. A. Pasynkova [5], s
pomow~� kotorogo on iz primera L. V. Keldyx [3] nul~mernogo otkry-
togo otobra�eni� odnomernogo kompakta na kvadrat poluqil otrytoe
nul~mernoe otobra�enie odnomernogo bikompakta na proizvol~ny� nenu-
l~merny� bikompakt.

Vse otobra�eni� ni�e budut otobra�eni�mi \na". Ska�em, qto
kommutativna� diagramma

(1)

X2

f2
����! Y2

p

?
?
y

?
?
yq

X1 ����!

f1

Y1

*t.e. X �vl�ets� kontinuumznaqnym absol�tnym retraktom.
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zapolnena, esli dl� vs�ko� toqki x 2 X1 imeem f2p
�1(x) = q�1f1(x).

Lemma 1. [5]. Pust~ S = fX�; �
�
� : � < �g i T = fY�; %

�
� : � < �g{

dva obratnyh vpolne upor�doqennyh spektra odno� i to� �e dliny. Pust~
F :S ! T{tako� morfizm spektra S v spektr T (t. e. F = ff� : � < �g,
gde f� : X� ! Y� otobra�eni� s kommutativnymi diagrammami

(2)

X�
p

����! Y�

��
�

?
?
y

?
?
y%�

�

X� ����!
f�

Y�

dl� vseh (� � � < �), qto vse diagrammy (2) zapolneny, vse otobra�eni�
f� otkryty. Togda predel~noe otobra�enie lim

 

F : lim
 

S ! lim
 

T tak�e
otkryto.

Iz opredeleni� predelov obratnyh spektrov neposredstvenno vyte-
kaet

Lemma 2. Esli morfizm F : S ! T sostoit iz monotonnyh oto-
bra�eni�, to predele~noe otobra�enie lim

 

F : lim
 

S ! lim
 

T tak�e mono-
tonno.

Teorema 1 dokazyvaets� indukcie� po vesu bikompakta X. Pri
wX = !0-�to teorema A. Predpolo�im, qto teorema 1 dokazana dl� vseh
bikompaktov vesa < � . Doka�em e� dl� bikompaktov vesa � . Dl� �togo,
kak i v sluqae teoremy A, dostatoqno dokazat~ e� dl� kuba I� . Pred-
stavim I� v vide predela nepreryvnogo (sm. [7]) spektra T = fY�; %

�
� : � <

�g, gde Y� < � i vse sosednie proekci %�+1� gomeomorfny proektirovani�m
Y� � I ! Y�.

Teper~ prostroim spektr S = fX�; �
�
� : � < �g iz bikompaktov X�

razmernosti dim X� � 1 i vesa wX� < � i otkrytyh monotonnyh oto-
bra�eni�, a tak�e tako� morfizm F = ff� : � < �g : S ! T , qto vse
otobra�eni� f� �vl��ts� monotonnymi otkrytimi otobra�eni�mi \na",
a vse diagrammy vida (2) zapolneny. Togda predel~noe otobra�enie
f = lim

 

F i budet iskomym monotonnym otkrytym otobra�eniem bikom-

pakta Z = lim
 

S na I� , v silu lemm 1 i 2.

Spektr S i morfizm F stro�ts� posredstvom transfinitno� rekur-
sii. Naqal~ny� xag trivialen, poskol~ku my mo�em predlo�it~ qto Y0
sostoit iz odno� toqki. Spektr S budet nepreryvnym, po�tomu proek-
ci� ��� dl� predel~nogo � �vl�ets� predelom proekci� �



� pri � � 
 < �.

Otobra�enie f� dl� predel~nogo � tak�e opredel�ets� kak predel oto-
bra�eni� f
 ; 
 < �. V silu lemm 1 i 2 otobra�enie f� budet mono-
tonnym, otkrytym i, oqevidno, \na". Zapolnennost~ diagramm vida (2)
dl� predel~nogo � vytekaet iz legko prover�emogo utver�deni�: predel
zapolnennyh diagramm zapolnen.
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Itak, ostalos~ soverxit~ rekursivny� perehod ot � k � + 1. My
mo�em vkl�qit~ v formulirovku teoremy 1 trebovanie wZ � wX, vypol-
nennoe pri wX = !0. Po�tomu my mo�em sqitat~, qto wX� � wY� ; � � �,
dl� bikompaktov iz spektra S. Pust~ diagramma (3) �vl�ets� vernym
proizvedennem otobra�eni� f� i %�+1� (sm. [1], Prilo�enie k gl. 1, x 2).

(3)

Z�+1
p

����! Y�+1

q

?
?
y

?
?
y%

�+1
�

X� ����!

f�

Y�

Togda bikompakt Z�+1, buduqi podmno�estvom proizvedeni� X� � Y�+1,
imeet ves wZ�+1 � wY�+1 < � . Po induktivnomu predlo�eni� suwestvuet
bikompakt X�+1 s wX�+1 � wz�+1 i dim X�+1 � 1 monotonnoe otkrytoe
otobra�enie g�+1 : X�+1 ! Z�+1 na Z�+1. S drugo� storony po lemme o
parallel~nyh (sm. [1], Prilo�enie k gl. 1, x2) otobra�enie p monotonno
otkryto i \na", poskol~ku takovym �e �vl�ets� i f�. Togda, polo�iv
f�+1 = p Æ g�+1 i ��+1� = q Æ g�+1, my i soverxim perehod ot � k � + 1.
Zapolnennost~ novyh voznika�qih diagramm bytekaet iz oqevidno� za-
polnennosti diagrammy (3) i zapolnennosti staryh diagramm. Teorema
dokazana.

LITERATURA

[1] P. S. Aleksandrov, B. A. Pasynkov, Vvedenie v teori� razmernosti, Nauka,
Moskva, 1973.

[2] R. D. Anderson,Monotone interior dimension-raising mappings, Duke Math. J. 19 (1952),
359{366.

[3] L. V. Keldyx, Nul~mernye otkrytye otobra�eni�, Izv. ANSSSR, ser. mat. 23
(1959), 165{184.

[4] G. M. Nepomn�wi�, O spektral~nom razlo�enii mnogoznaqnyh absol�tnyh re-
traktov, UMN, 36:3 (1981), 221{222.

[5] B. A. Pasynkov, Nul~mernye otkrytye otobra�eni� povyxa�wie razmernost~,
UMN, 18:5 (1963), 183{190.

[6] R. Haydon, On problem of Pelczynski: Milutin spaces and AE (dim 0) , Studia Math. 52:1
(1974), 23{31.

[7] V. V. Fedorquk, Bikompakt vse beskoneqnye zamknutye podmno�estva kotorogo
n-merny, Matem. sb. 96:1 (1975), 41{62.

[8] E. V. Wepin, Topologi� predel~nyh prostranstv nesqetnyh obratnyh spektrov,
UMN, 31:5 (1976), 191{226.

Mehaniko-Matematiqeski� (Postupila 25 12 1981)
Fakult~et MGU
Moskva, SSSR


