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EINE CHARAKTERISIERUNG DER MENGE Ass (i)
IN KOMMUTATIVEN NOETHERSCHEN RINGEN

Veselin Perié

Abstarct. Let R be a commutative noetherian ring. For any ideal il of R the set Ass (1)
of all associated prime ideals of il is a finite set P of prime ideals of R. If a finite set P of prime
ideals of R contains no prime ideal of the height 0, i.e. no minimal prime ideal of (0), then it is
well known that there exists an ideal 4l of R such that P = Ass () ([1], 9.1). Tt seems to be
unknown what the precise necessary and sufficient condition is, on a finite set P of primes, for
the existence of such an ideal 41 ([1], p. 68). We answer here this question.

1. Einleitung. Jedes Ideal il eines kommutativen Noetherschen Ringes R
lasst eine Primmaérzerlegung

(1) 4=9;

zu. Dabei sind ®; die Primérideale mit verschiedenen Primradikalen
(2) Ji=rad(®;) (i=1,2,...,n)

und keine der Ideale ®; enthélt den Durchschnitt der {ibrigen Ideale ©;. Die
Primarkomponenten ®; der Priméarzerlegurg (1) von 4 sind i.a. nicht eindeutig
bestimmt. Im Gegensatz dazu sind die Primideale (2) eindeutig; das sind die as-
soziierten Primideale von 4, und sie bilden die Menge Ass (i1). Die minimalen
Elemente von Ass (i) sind die minimalen oder isolierten Primideale von il; sie
bilden die Menge Min (4). Die Menge Ass (1) \ Min () braucht nicht leer zu sein
und besteht aus eingebetteten Primidealen von . Jedes Primideal § von R das
31 umfasst, enthilt mindestens ein minimales Primideal von 4. Insbesondere sind
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die minimalen Ideale von R, d.h. die Primideale von Rang 0, genau die minimalen
Primideale von (0).

Fiir ein Ideal Y von R mit der Primérzerlcgung (1) hat man

(3) gy = |J @

JiCJ
wobei
(4) Uy = f1 ' (f3(4) - Ry)
und
(5) f‘j :R— R3

der kanonische Homomorphismus von R in den Quotientenring Ry von R ist. Falls
1 = (0), so gilt bekanntlich

(©) 03 =2

wobei ® alle J-primére Ideale von R durchlduft. Ist insbesondere § = J; ein
minimales Primideal von i, so ergibt sich aus (3) und (4)

(7) D —i=f7'(f3(4) - Ry

Daraus ersieht man, dass die zu einem minimalen Primideal J von il gehorige
Primirkomponente von ,U unabhinging von der Primérzerlegung von i ist. Alle
diese wohlbekannten Tatsachen kann man etwa in [1] oder [2] finden. Hier betra-
chten wir die Frage, unter welchen Bedingungen es zu einer vergegebenen endlichen
Menge

(8) P:{Jlaagn}
der Primideale eines kommutativen Noetherschen Ringes R ein Ideal 4 von R mit
(9) P = Ass (Y1)

gibt. Es ist wohlbekannt ([1], 9.1), dass es ein solches Ideal U sicherlich gibt, falls
keines der Ideale J;; ein minimales Primideal von (0) ist. Auch im Falle P C Ass (0)
gibt es em solches Ideal 4, denn es geniigt in diesem Falle, aus der Primérzerlfgung
von (0) alle den Primidealen aus Ass (0) \ P gehorenden Primérkomponenten von
(0) wegzulassen, um so ein Ideal 4 von R zu erhalten. In der Bezeichnung

(10) A=PnNMin(0), B=PnAss(0), C=P\B
gibt es also ein Ideal Y von R mit (9), falls

(11) A =0, oder C = 0.

Dass es in den tibrigen Fallen, also wenn

(117%) A0 und C #0,
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so ein Ideal Y nicht immer gibt, ersieht man aus folgendem Beispiel.

Beispiel. Sei R ein kommutativer Noetherscher Ring, dessen Nullideal (0) als
Durchschnitt endlich vieler unvergleichbarer Primideale J1,...,J, (r > 1) darstell-
bar ist. Dann ist

Min (0) = Ass (0) = {J1,...,3r}
Nehmen wir weiter an, dass alle Ideale Ji,...,J, in einem Primideal §J von R
enthalten sind. Fir beliebige J;-primére Ideale ®; (i = 1,2,...,n) gilt dann
r T
i=1 i=1
wobei n = r+ 1 und J, = J. Deswegen gibt es kein Ideal Y von R mit der
Eigenschaft (9).

Es gibt natiirlich Ringe R, die alle Bedingungen aus diesem Beispiel erfiillen.

Es reicht zunéichst, den Polynomring K|z, . .., z,] iber einem Kérper K zu wahlen.
In diesem Ring sind die Primideale (z1),...,(z,) untereinander unvergleichbar
und sind alle im Primideal (z1,...,z,) enthalten. Nun gehe man zu dem Ring

R = Klzy,...,z;]/(x1l) N --- N (z,) Gber. R ist ein kommutativer Noetherschor
Ring und sein Nullideal ist als Durchschnitt der untereinander unvergleichbarer
Primideale §; = (z;)/(z1)N---N(z,) (i = 1,2,...,r), die alle in dem Primideal
J=(z1,...,2)/(x1) N--- N (x,) enthalten sind, darstellbar.

2. Hauptergebnis. Hauptergebnis dieses Artikels ist der folgende Satz. In
diesem Satz werden auf eine endliche Menge (8) der Primideal von einem kom-
mutativen Noetherschen Ring R die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
gestellt, damit es ein Ideal { von R mit der Eigenschaft (9) gibt.

SATZ. it Gegeben sei eine endliche Menge (8) der Primideale eines kommu-
tativen Noetherschen Ringes R. Es gibt ein Ideal {4 von R mit der Eigenschaft (9)
genau dann, wenn es eine Priméarzerlegung

(12) 49 =M 9
J:€B

mit

(13) u” 7 (0); 3e0)

gibt.

Beweis. Es gebe ein Ideal # von R mit der Eigenschaft (9). Aus der
Primérzerlegung (1) erhilt man die Primérzerlegung (12). Ist C' = 0, so ist (12)
identisch mit (1), und die Bedingung (13) ist dann (formal) erfiillt; denn es gibt ja
kein J € C.

Falls C # emptyset, so erhélt man aus Primérzerlegung (12) fiir jedes J =
3]' eC

W= N @2 2:g9;,
Ji€B,JiCfrakJ Ji€B
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und wegen (0)y C D =9, gilt (13).

Es gebe umgekehrt eine Primérzerlegung (12) mit (13).

Ist C' =0, so ist P = B, und man hat (9) fiir f = 4. In diesem Fall ist die
Voraussetzung iiber die Existenz der Primérzerlegung (12) mit (13) unnétig; denn
wir haben bereits festgestellt, dass man in diesem Fall die Prim”arzerlegung von
(0) erhélt, indem man die zu Primidealen aus P\ Ass (i) gehorenden Primérkom-
ponenten weglésst.

Sei nun C # (). Die Ideale aus P kann man so numerieren, dass die ersten
m die Menge B die {ibrigen n — m die Menge C bilden und dass man dabei hat
Ji £ 3J; (it>j=m+1,...,n—1).

Wir setzen k = n —m und zeigen durch Induktion in bezug auf k, dass es ein
Ideal $ von R mit der Eigenschaft (9) gibt.

Die letze Behauptung ist richtig fiir ¥ = 1. Aus Primérzerlegung (12) ergibt
sich, ndmlich, wegen (13)

ug(ir)x+l = ﬂ i ,@ (0)3*"“'
JiCIm41

Nach (6) gibt es also ein J,,+1-priméres Ideal ©,,; mit der Eigenschaft

(14) U4 Z D
Dann ist aber
m+1
(15) a = | J o,
i=1

eine Primérzerlegung. Ist nimlich (J!" |, ©; C Dp,41, dann ist wegen (14)

N D CImia,
1<m,J; CIm+1
und das nicht moglich.
Hat man fir ein j <m
mA 1> ij

dann hat man wegen Jm4+1 € 3, [1 D: C Dj, was bedeuten wiirde, dass (12)
m>ij
keine Primarzerlegung ist.

Nehmen wir nun an, die Behauptung wire giiltig fiir £ und zeigen wir, dass
sie auch fiir k£ + 1 richtig ist.

Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Primarzerlegung

m-+k
(16) W ="M o
i=1
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mit

(17) Ji=rad(®;) (i=1,2,...,m+k).

Wir behaupten, dass es ein Jp,4+1-priméres Ideal Dy, 441 mit
(18) UB 7 Dy g

gibt. Sonst hitte man

(19) 4" C(0)3,0 4001

Aufgrund von (13) sieht man aber leicht, dass es nicht mdglich ist. Aus

n+k
u(k):u<0)m< N ®i>

i=m+1
und
m+k
ﬂ D; Z Jo (Jo € Ass((0)3,,4541))
i=m+1

folgt ndmlich
(0)
u(jerkJrl c (0)3m+k+17
im Gegensatz zu (13).
Ist das Jmtr+1-primére Ideal D, 111 so gewihlt, dass es der Bedingung (18)
geniigt, so zeigen wir gleich, dass

m-+k
(20) aF = M 9,

i=m+1

eine Primérzerlegung ist, was bedeutet, dass unsere Behauptung fiir £ + 1 richtig
ist.

Aufgrund von (18) braucht man nur nachzupriifen, dass
(21) N 92:¢9; (=12,....,m+k).

JEI<m+k+1
Da fir j <m+k, Jm+r+1 € Jj, hédtte man sonst
jAI<m+k

und deswegen wére (16) keine Primérzerlegung.

Somit ist der Satz bewie sen.

3. Bemerkungen und Erganzungen. Bemerkung 1. Fiir die Primérzerle-
gung (12) ist die Bedingung (13) genau dann erfiillt, wenn fiir jedes J € C entweder

(22) By={3:€B:3:CJ}C{J €Ass(0):J CJ}
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oder es mindestens ein J; € By gibt, so dass die J;-primédre Komponente ©; von
49 in keiner Primérzerlegung von (0) auftritt.

Bemerkung 2. Gilt fiir jedes J € C entweder
(23) Aj={3i€A:3CJIC{I eMin(0):3 CJ}

oder ist mindestens eines der Ideale J; € A3 nicht die Primdrkomponente von (0),
so gilt (13) fiir das ideal (12), wobei

(25) D,;J;-primiire Komponente von (0) (J; € B\ A).

Aufgrund der Bemerkung 2 aus dem Satz ergibt sich diese

Folgerung. Sei P eine endliche Menge (8) der Primideale eines kommutativen
Noetherschen Ringes R, so dass unter Bezeichnung (10) kein Ideal aus

(26) A'={3i€A13i§ Uf}}

JecC

primire Komponente vom Nullideal (0) ist. Dann gibt es ein Ideal & von R mit
der Eigenschaft (9).

Bemerkung 3. Die Bedingung in voriger Folgerung ist sicherlich erfiillt, wenn
A" = (b, also insbesondere wenn A = ). Die Folgerung umfasst somit den in der
Einleitung erwahnten Spezialfall A = @. Fiir C' = { ist nach (26) (0) € A’ oder
A" = (), und die Bedingung der Folgerung ist wiederum erfiillt, falls n > 1; denn
fiir n > 1 kann nicht (0) € A sein. Die Folgerung deckt also auch den Spezialfall
C =0 (fiir n>1).

Bemerkung 4. Die Bedingung der obigen Folgerung ist nur hinreichend.
In dem Polynomring K|z,y, 2] sind ndmlich (z), (z,y) und (z,y,z) Primideale.
Ausserdem ist (z) N (z,y)? eine Primérzerlegung mit assoziierten Primidealen (z)
und (z,y), die in dem Primideal (z,y, z) enthalten sind. Deswegen hat das Nullideal
von

R = Klz,y,2]/(z) N (z,y)°

die Primérzerlegung
(0) = 31 N j3127

mit assozlierten Primidealen
3= (@)/(2) N (z,9)%, I = (z,9)/() N (z,9)%,

wobei

D = (z,9)°/(z) N (2,9)°.
Das Ideal

I3 = (z,9,2)/ () N (2,y)°
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von R ist ein Primideal und enthilt die Primideale J1, Jo.
Nehmen wir nun n = 3, P = {J1,J2,J3}. Dann hat man

A={%}, B={31,32}, C={3}

Ausserdem ist A’ = A, und die Bedingung aus der Folgerung ist nicht erfiillt. Das
Ideal

D> = (z,9)°/(2) N (z,y)°

ist Jo-primér, tritt aber als J2-primére Komponente von (0) nicht auf. Deswegen
erfiillt nach Bemerkung 1 das Ideal

U0 =3, nD,
die Bedingung von unserem Satz, und es gibt somit eine Primérzerlegung
U=J1ND2ND3

mit assoziierten Primidealen J1, J2, J3-
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