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TECHNOLOGIES HOMOG�ENES ET CÔNES

LOCALEMENT COMPACTS

G. Isac

1. Le probl�eme de l'existence des couples proportionnels pour les technologies
homog�enes a �et�e impos�e par l'�etude de l'accumulation du capital, de l'eÆcience de
l'allocation des ressources et par l'�etude de la ration d'int�erêt [4], [1].

Premi�erement, ce probl�eme a �et�e �etudi�e comme un probl�eme d'existence des
valeurs propres pour les processus convexes [1; a], mais la d�emonstration propos�ee
a certaines inexactitudes.

Dans l'ouvrage [1; b], D. Gale et R. Rockwell ont propos�e une autre d�emon-
stration correcte dans les espaces de dimension �nie.

On d�emontre directement l'existence des couples proportionnels pour les tech-
nologies homog�enes.

Dans cette note, on donne une d�emonstration de l'existence des couples pro-
portionnels pour une technologie homog�ene dans les espaces localement convexes.
C'est le cas des models continus.

L'existence des couples proportionnels est une cons�equence de l'hypoth�ese
que certains cônes sont suppos�es localement compacts.

2. Soit (E; �) un espace localement convexe. Un ensemble K � E est un
cône convexe si:

i) K +K � K; ii) (8� 2 R+) (�K � K).

L'ensemble B est une base pour le cône K si:

b1) B est convexe

b2) (8x 2 K n =f0g) (9R n f0g, unique) (9b 2 B, unique) (x = � � b).

On dit que l'ensemble convexe B1 � E engendre le cône K si:

K =
[

�2R+

� � B1:



98 G. Isac

Le cône convexe K � E s'appelle bien bas�e s'il est engendr�e par un ensemble
convexe et born�e A tel que 0 62 A.

Proposition 1. Le cône convexe et forme K � E est bien bas�e si et seule-
ment si, il existe une fonctionnelle lin�eaire et continue f telle gue:

(�) (8 kp; semi-norme continue) (9
p 2 R+ n f0g) (8x 2 K) (
pjxjp � f(x)):

D�emonstration Soit fj jpgp2P la pamille des semi-normes continues sur l'espace
E; elle v�eri�e les propri�et�es suivants:

s1) 8x 2 E n f0g) (9p 2 P ) (jxjp 6= 0)

s2) (8p0; p00 2 P ) (9p 2 P ) (8x 2 E) (jxjp0 ; jxjp00 � jxjp).

On suppose que le cône K est bien bas�e, donc il existe un A convexe et born�e
tel que 0 2 A, K =

S
�2R+

�A.

Un th�eor�eme connu de s�eparation implique qu'il existe une fonctionnelle
lin�eaire et continue f telle que:

1) (8a 2 A) (f(a) > 1) 2) f(0) < 1.

L'ensemble: B = fx 2 Kj f(x) = 1g est une base pour le cône K.

L'ensembleM = co (f0g[A) est born�e et B �M parce que, b = (1��)0+�a1
o�u a1 2 A et � 2]0; 1[ (si, � � 1 on obtient que f(b) = �f(a1) > 1 ce qui est
absurde).

Soit p 2 P ; comme B est born�e il existe un nombre �p > 0 tel que (8z 2
B) (jzjp � �p).

Si x 2 K n f0g et jxjp 6= 0 il existe �x > 0 tel que (x=jxjp)=�x 2 B. Dans ce
cas on a j(x=jxjp)=�xjp = 1=�x � �p d'o�u il r�esulte: f(x=jxjp) = �x � 1=�p. Soit

p = 1=�p, il r�esulte 
pjxjp � f(x), relation v�eri��ee aussi si jxjp = 0 parce que par
construction f est positive sur le cône K.

Si la relation (�) est v�eri��ee alors s1) implique que f est strictement positive
sur le cône K, donc l'ensemble B = fx 2 Kj f(x) = 1g est une base pour le cône
K [3], [5].

Comme f est continue et le cône K ferm�e la base B est ferm�ee et �evidemment
0 62 B.

Les relations (�) et s2) impliquent que B est born�e et la proposition est
d�emontr�ee.

Remarque. Le cône convexe K � E est localement compact si et seulement
si, il a une base compacte [le th�eor�eme de Klee]. Dans ce cas K est ferm�e et
K \ (�K) = f0g.

3. Soit (E; �) un espace localement convexe.

D�e�nition 1 On appelle technologie homog�ene sur l'espace E un cône convexe
T � E �E avec les propri�et�es:
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1Æ) T est ferm�e dans l'espace E �E

2Æ) X = fx 2 Ej 9y 2 E; (x; y) 2 Tg est un cône convexe ferm�e et X \ (�X) =
f0g

3Æ) Y = fy 2 Ej 9x 2 E; (x; y) 2 Tg est un sous-cône convexe du cône X .

X s'appelle l'ensemble des entr�ees et Y l'ensemble des sorties.

On dit que la technologie T est localement compacte si X est localement
compact.

D�e�nition 2. On dit que le sous-cône X 0 � X d�e�nit une sous-technologie de
T si: 1) X 0 6= f0g 2) X 0 est ferm�e 3) (8x 2 X 0) (9y 2 X 0) ((x; y) 2 T ).

D�e�nition 3. Le couple (y; z) 2 T s'appelle proportionnel si (y; z) 6= (0; 0) et
s'il existe �; � 2 R+, (�; �) 6= (0; 0) tels que � � y = � � z.

Proposition 2. Soit K � E un cône convexe localement compact et fxigi2I ,
fyigi2I , fzigi2I trois suites g�en�eralis�ees d'�el�ements de K. Si:

1) (8i 2 I) (xi = yi+ zi), 2) fxigi2I est born�ee alors fyigi2I et fzigi2I sont
born�ees.

D�emonstration. On suppose que fyigi2I , n'est pas born�ee; alors utilisant la
r�elation (�) de la proposition 1, on obtient une sous-suite fyigj2J de la suite fyigi2I
telle que lim

j2J
f(yj) = +1.

On met: yj = yj=f(yj); zj = zj=f(yj); xj = xj=f(yj).

Le cône K �etant localement compact et la suite fxjgj2J �etant born�ee, elle
est relativement compacte, donc il existe une sous-suite convergente de la suite
fxjgj2J . Soit cette sous-suite fxjgj2J . Donc on a lim

j2J
xj = 0.

Comme f(yj) = 1, utilisant la relation (�) de la proposition 1, il r�esulte que
la suite fyjgj2J est born�ee, donc relativement compacte.

Alors, il existe une sous-suite convergente de la suite fyjgj2J . Soit cette sous-
suite fyjgj2J et y = lim

j2J
yj . Evidemment, y = 0 et comme xj = yj + zj , il r�esulte

qu'il existe (y; z) = lim
j2J

(yj ; zj), o�u z 6= 0.

Le cône K �etant ferm�e il r�esulte que y; z 2 K et 0 = y + z, ce qui est une
contradiction parce que K \ (�K) = f0g.

Proposition 3. Soit T une technologie homog�ene sur l'espace E et fXngn2N
la suite de sous-ensembles donn�es par:

X0 = X (les entr�ees de T)

Xn+1 = fx 2 X j 9y; z 2 Xn; (y; z) 2 T; x = y + zg:

Alors, quel que soit n 2 N , Xn d�e�nie une sous-tehnologie de T.

D�emonstration. Par hypoth�ese, X0 d�e�nit one sous-technologie de T . On
suppose que Xn d�e�nit une sous-technologie de T .
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Alors, Xn+1 est un sous-cône convexe de X , et Xn+1 6= ff0g, parce que si
Xn+1 = f0g alors il r�esulte que Xn \ (�Xn) 6= f0g ce que est absurde. Le cône
convexe Xn+1 est ferm�e.

En e�et, soit x = lim
i2I

xi o�u fxigi2I , est une suite g�en�eralis�ee de Xn+1. Alors,

pour to�ut i 2 I il existe yi; zi 2 Xn tels que xi = yi + zi.

De la proposition 2 il r�esulte que les suites fyigi2I , et fzigi2I sont born�ees,
donc relativement compactes. On peut trouver les sous-suites convergentes fyikg
et fzikg de fyigi2I (resp. de fzigi2I).

Soit y = lim
k2J

yik , z = lim
k2J

zik et comme T est ferm�e on a que (y; z) 2 T et

aussi y; z 2 Xn (Xn �etant ferm�e). Donc, x = y + z, d'o�u x 2 Xn+1.

Il reste �a prouver que si x 2 Xn+1 alors il existe un y 2 Xn+1 tel que
(x; y) 2 T .

En e�et de la construction de Xn+1 il r�esulte que x = u+ v, o�u u; v 2 Xn et
(u; v) 2 T .

Comme Xn d�e�nit une sous-technologie de T il existe un w 2 Xn tel que
d'o�u (v;W ) 2 T �etant un cône convexe on a (u + v; v + w) = (u; v) � (v; w) 2 T ,
d'o�u (u + v; v + w) = (x; v + w) 2 T , et on prend y = u + w ce qui d�emontre la
proposition.

Soit A � E un ensemble convexe. Un point x0 2 A s'appelle extrême si et
seulement si l'ensemble A n fx0g est convexe.

Un point x0 du cône convexe K � E s'appelle extr�emal si et seulement si
quel que soit y 2 [0; x0] = fzj 0 � z � x0g a il r�esulte que y = �x0, o�u � 2 R+.

Th�eor�eme. Paur toute technologie homog�ene T localement compacte de
l'espace localement convexe E il existe un couple proportionnel.

D�emonstration. Par construction, pour tout n 2 N , Xn+1 � Xn o�u fXngn2N
est la su te de la propostion 3.

Comme le cône convexe X est localement compact il a une base compacte ce
qui donne que X1 =

T
1

n=0Xn est un cône convexe ferm�e et tel que X1 6= f0g.

Soit B une base compact du cône X , alors B1 = B \ X1 est un ensemble
convexe compact.

On peut prouver que chaque point extrême de l'ensemble B1 est un point
extr�emal pour le cône X1.

En e�et, soit e 2 B1 un point extrême et y 2 [0; e]. On peut supposer que
O < y < e. Donc il existe z 2 X1 n f0g tel que e = y + z.

Comme B1 est une base pour le cône X1 il r�esulte qu'il existe �; � 2 R;
�; � > 0 et b1; b2 2 B1 tels que y = �b1 et z = �b2.

Donc, e = �b1 + �b2. Comme B1 est une base du cône X1 il r�esulte que
�+ � = 1 [5].

Mais, e �etant extrême pour B1 il r�esulte que y = �e, c'est-�a-dire e est
extr�emal pour le cône X1.
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Comme chaque ensemble convexe compact a des points extrêmes on peut
cholsir un �el�ement extr�emal x 2 X1 tel que x 6= 0 [6].

De la construction de X1 il r�esulte que quel que soit n 2 N il existe yn; zn 2
Xn tels que x = yn + zn et (yn; zn) 2 T .

De la proposition 2 il r�esulte que les suites fyngn2Nfzngn2N sont born�ees
et comme X est localement compact et T fetm�e on peut trouver les sous-suites
fynkg convergentes (resp. fznkg) de fyngn2N (resp. fzng) telles que (y; z) 2 T o�i:
y = lim

k!1
ynk ; z = lim

k!1
znk , x = y + z et (y; z) 2 X1 parce que pour tout n 2 N ,

Xn est ferm�e.

Comme x est extr�emal pour le cône X1 il existe �; � 2 R+ tels que y = �z et
z = �x, et il est impossible d'avoir � = � = 0 parce que cela implique x = 0, ce qui
est absurde; donc (y; z) est un couple proportionnel pour la technologie homog�ene
T , parce que �y = �z.

On dit qu'une technologie homog�ene T sur l'espace localement convexe E est
bien bas�ee si le cône X est bien bas�e.

Corollaire. Pour toute rechnologie homog�ene bien bas�ee T sur un espace
localement convexe semi-r�e
exif E il existe un couple proportionnel.
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