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SPOSOB VSTROENI� PRAVILA INDUKCII
V PROCEDURY AVTOMATIQESKOGO DOKAZATEL^STVA

TEOREM S REZOL�CIE�

Petar Z. Hotomski

V nasto�we� rabote osuwstvl�ets� vkl�qenie pravila binarno� indukcii,
opisannogo v [1], v avtomatiqeskie procedury oprover�eni� v teori�h pervogo
por�dka. Privodits� modificirovanny� algoritm unifikacii dl� otyskani� pod-
stanovki kotora� potrebuets� dl� prime�enija pravila binarno� indukcii. Ras-
smatrivaets� algoritm poiska oprover�eni� s rezol�cie� i pravilom binarno�
indukcii v teori�h pervogo por�dka s matematiqesko� indukcie�. Privodits� sve-
deni� o programmno� sisteme i rezul~tatah otladki na �vm.

1. Pravilo binarno� indukcii i algoritm otyskani� podstanovki
Pravilo binarno� indukcii, predlo�ennoe v [1], mo�no sformuli-

rovat~ sledu�wim obrazom:
Iz diz~�nktov P1 _ C1 i :P2 _ C2 (gde P1 i P2 litery, C1 i C2

diz~�nkty) ne ime�wih obwih peremenyh i udovletvor��wih uslovi�
(i) suwestvuet podstanovka � da�wa� �-primery P1� i P2� vida Lx(0) i
Lx(t), vyvodits� diz~�nkty:

Lx (g(z1; . . . ; zs)) _ C1� _ C2� i :Lx (Sg(z1; . . . ; zs)) _ C1� _ C2�

gde g funkci� Skolema s argumentov; z1; . . . ; zs vse razliqye peremennye
v litere Lx(0); S { neposredstvenno sledu�wi�1

Esli litera Lx(0) ne soder�it peremennyh, to g �vl�eta� novo�
konstanto� Skolema i pravilo mo�no zapisat~ v forme:

(P ) P1 _ C1; : P2 _ C2 ` Lx(g)_
pri uslovii (i)

C1� _ C2� ; :Lx(Sg) _ C1� _ C2� :

Podstanovka � opredel�ets� po osobomu algoritmu, kotory� �vl�ets�
rasxireniem algoritma unifikacii (ob algoritme unifikacii sm. [2]
ili [4]).

1Ax(t) formula poluqenna� iz formuly A(x) zameweniem ka�dogo svobodnogo
vho�deni� peremenno� x na term t, kotory� svoboden dl� x v A(x).
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Blok shema algoritma dl� otyskani� podstanovki � predstavlena
na figure 1. Na vihode poluqaets� NOU (na�bole obwi� unifikator)
esli NOU suwestvuet, a v protivnom na vyhode poluqaets� podstanovka
�, libo otvet qto ona ne suwestvuet. Pereryvista� lini� na figure
1 privedena lix~ dl� sravneni� s algoritmom unifikacii i ne pri-
nadle�it algoritmu dl� otyskani� podstanovki �. Po privedennomu
algoritmu otyskivaets� na�bole obwa� podstanovka (NOP) kogda pod-
stanovka suwestvuet (�to sledstvie analogiqnogo svo�stva algoritma
unifikacii) i poluqaets� svedenie o nesuwestvovanii NOP, kogda pod-
stanovka ne suwestvuet.

V privedenno� sheme:

n | sqetqik rassoglasovani� kotorye ne mogut byt~ ustraneny uni-
fikacie�. Kogda na vyhode n = 0, to � �vl�ets� podstanovko�
obespeqiva�we� primenenie pravila binarno� indukcii.

k | sqetqik vseh rassoglasovani�.

e | pusta� podstanovka.

Li�k | litera poluqenna� primeneniem podstanovki �k k litere Li.

An�k | mno�estvo poluqennoe iz mno�estva An primeneniem podstanov-
ki �k k �lementam (literam) mno�estva An.

�k+1� | kompozici� podstanovok �k+1 i �.

X | sohran�et pervi� po oqeredi term Uk iz litery Li�k, i 2 f1; 2g,
kotory� ne vozmo�no unificirovat~ s otveqa�wim termom Vk
litery Lj�k, j 2 f1; 2g i j 6= i. �tot term �vl�ets� kandidatom
dl� primeneni� pravila binarno� indukcii.

Rabotu algoritma prosledim na mno�estve:

A = fP (0; h(x); x); P (f(y; z); w; f(0; w))g:

A0 = A. Mno�estvo rassoglasovani� B0 = f0; f(y; z)g, sledstvenno NOU
dl� A ne suwestvuet. Tak kak V0 = 0 i U0 = f(y; z), to �1 = �0 = e,
X = f(y; z) i posle ustraneni� obnoru�enno� raznicy, dl� n = 1, budet
A1 = fP (0; h(x); x), P (0; w; f(0; w))g. Dal~xe, B1 = fw; h(x)g. �to razliqie
ustranimo unifikacie�, po�tomu �2 = fh(x)=wg i dl� k = 2.

A1�2 = fP (0; h(x); x); P (0; h(x); f(0; h(x)))g:

Teper~ B2 = fx; f(0; h(x))g, razliqie ne ustranimo unifikacie� i tak kak
V2 = x vhodit v U2 = f(0; h(x)) budet

�3 = �2f0=xg = fh(0)=w; 0=xg:

Tak kak n = 1 i oba terma U2 = f(0; h(x)) i X = f(y; z) proishod�t iz odno�
i to��e litery P (f(y; z); w; f(0; w)) iwets� NOU � dl� U2�3 = f(0; h(0)) i
X�3 = f(y; z).
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Po algoritmu unifikacii opredel�ets� � = f0=y; h(0)=zg i nova�
podstanovka �3 poluqaets� iz �3�:

�3 = fh(0)=w; 0=x; 0=y; h(0)=zg:

Dl� n = 2, posle ustraneni� razliqi� poluqaets�

A2 = fP (0; h(x); x); P (0; h(x); 0)g i A2�3 = fP (0; h(0); 0); P (0; h(0); 0)g =

= fP (0; h(0); 0)g:

Mno�estvo A2�3 odnoqlenno, po�tomu podstanovka � = �3 na�dena. De�-
stvitel~no, primeneniem � k mno�estvu A poluqaets�

A� = fP (0; h(0); 0); P (f(0; h(0)); h(0); f(0; h(0)))g:

Tak kak
P (0; h(0); 0) = [P (X;h(0); X)]�X(0) = L�

X(0)

i
P (f(0; h(0)); h(0); f(0; h(0))) = [P (X;h(0); X ]�X(f(0; h(0))) = L�

X(t)

dl� t = f(0; h(0)), k diz~�nktam

D1 : P (0; h(x); x) _ C1 i D2 : :P (f(y; z); w; f(0; w)) _ C2

gde C1 i C2 diz~�nkty, mo�no primenit~ pravilao binarno� indukcii i
vyvesti

P (g; h(0); g) _ C1� _ C2� i :P (Sg; h(0); Sg) _ C1� _ C2�

gde G { nova� konstanta Skolema; s = 0 tak kak L�

X(0) ne soder�it pere-
mennyh.

2. Algoritm poiska oprover�eni� s rezol�cie� i pravilom binar-
no� indukcii
Vstroenie pravila binarno� indukcii v procedury oprover�eni�

s rezol�cie� mo�no osuwestvit~ po sledu�wemu principu: Pravilo bi-

narno� indukcii primen�ets� tol~ko esli k dannym diz~�nktnym ne pri-

menimo pravilo rezol�cii, a vse uslovi� dl� primeneni� pravila binarno�

indukcii vypolneny.

�tot princip ne zavisit ot konkretno� formy rezol�cii (bina-
rna�, hiperrezol�ci�, line�na� rezol�ci� i t. p.) i ot konkretno�
strategii poiska, po�tomu primenim v ka�do� iz nih.

Obwa� blok shema algoritma poiska oprover�eni� obosnovanno-
go na rezol�cii transformiruets� bez naruxeni� osnovno� struktury
shemy s pomow~� sledu�wih dopolneni�:

| pribavl�ets� induktivny� blok kotorom po pravilu binarno�
indukcii poro�da�ts� novye diz~�nkty, kogda dl� obnaru�e-
nnyh liter ne suwestvuet NOU no suwestvuet NOP �,

| pribavl�ets� algoritm otyskani� NOP (figura 1).
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Obwa� blok shema algoritma poiska oprover�eni� s binarno� re-
zol�cie� i binarno� indukcie� privedena na figure 2. Pereryvista�
lini� na figure 2 privedena lix~ dl� sravneni� s algoritmom kotory�
obosnovan tol~ko na rezol�cii i ne prinadle�it algoritmu.

Komentari� k figure 2:

(1) Mno�estvo S soder�it diz~�nkty proishod�wie iz otricani�
formuly kotora� podle�it dokazatel~stvu, a esli dokazatel~stvo pro-
vodits� v teorii pervogo por�dka, to v S vhod�t i diz~�nkty prois-
hod�wie iz sobstvennyh aksiom (libo izvestnyh teorem) teorii, krome
aksiom indukcii.

(2), (3) i (4). Kriteri� zavisit ot ograniqeni� na primenenie pra-
vila rezol�cii i ot vybranno� strategii poro�deni� diz~�nktov. Kri-
teri� vkl�qaet i rexenie o pereryve poiska kogda vyqerpany resursy
vremeni ili pam�ti maxiny, a tak�e i drugie uslovi� dl� pereryva
poiska kogda dokazatel~stvo ne na�deno.

Realizaci� induktivnogo bloka oqevidna. Nu�no tol~ko imet~ v
vidu qto pri ka�dom novom primenenii pravila binarno� indukcii
vvodits� novy� simvol funkcii (libo konstanty) Skolema. �togo mo�no
dobit~s� vvedeniem numeracii �tih simvolov.

3. Svedeni� o programmno� sisteme i otkladke na �VM
Programmna� sistema dokazatel~stva teorem v teori�h pervogo por-

�dka s matematiqesko� indukcie�, obosnovana na upor�doqenno� li-
ne�no� rezol�cii (OL-rezol�ci�, sm. v [2]) i na pravile binarno�
indukcii. Upor�doqenna� line�na� rezol�ci�, vkl�qa�wa� strate-
gi� mno�estva poder�ki i ustraneni� tavtologi�, vybrana blagodar�
preimuwestvu sosto�wem v neobhodimosti zapominani� tol~ko diz~�nkt-
ov poro�denyh na prome�utoqnyh | sosednyh urovn�h poiska, a ne vseh
poro�denyh diz~�nktov. Krome togo, odin iz diz~�nktov na ka�dom xagu
�fiksirovan v kaqestve \central~nogo" diz~�nkta, a rezol�ci� (ili in-
dukci�), bez naruxeni� polnoty, vypoln�ets� tol~ko dl� ego posledne�
litery.

Tak kak ispol~zovanie pravila binarno� indukcii, kogda rezol�-
ci� ne primenima, privodit k poro�deni� dvuh diz~�nktov, to odin iz
nih zader�ivaets� kandidatom na central~ny� diz~�nkt dl� sledu�wego
urovn�, a drugo� zapisyvaets� v ixodnoe mno�estvo \bokovyh" diz~-
�nktov.

Avtorom napisana programmna� sistema sosto�wa� iz osnovno� pro-
grammy i posledovatel~nosti 36 podprogram. �ta sistema inkorpori-
rovana v interaktivnu� sistemu \Graph" dl� klassifikacii i razvi-
ti� znani� po teorii grafov, kotora� razrabatyvaets� pod rukovodi-
tel~stvom prof. dr. Dragoxa Cvetkoviqa na �lektrotehniqeskom fa-
kul~tete Belgradskogo universtiteta. Ob �to� sisteme obwie svedeni�
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mo�no na�ti v [3]. Programmy napisanny na FORTRAN-e i otla�enny
na �VM PDP 11/34.

Programmna� sistema dokazatel~stv teorem rabotaet v dvuh re�i-
mah, ispol~zu�wih rezol�ci� i binarnu� indukci�, libo tol~ko rezo-
l�ci�. Vhodnymi dannymi �vl��ts� diz~�nkty poluqennte s pomow~�
skolemizacii iz otricani� zamknuto�formuly, podle�awe� dokazatel~-
stvu, i diz~�nkty poluqennye tem �e sposobom iz sobstevennyh aksiom
teorii pervogo por�dka (s iskl�qeniem shemy-aksiom matematiqeskio�
indukcii). V rezul~tate poluqaets� dokazatel~stvo o nevypolnimosti
ixodnogo mno�estva diz~�nktov v vide otpeqatannogo oprover�eni�, li-
bo informaci� o nevozmo�nosti otyskat~ oprover�enie v prednaznaqen-
nyh razmerah maxinno� pam�ti.

Priznakom pereryva poiska �vl�ets� dosti�enie pred��vlennogo
maksimal~nogo qisla vseh poro�dennyh diz~�nktov. V poiske ispol~-
zu�ts� i ograniqeni� na dlinu liter, dlinu diz~�nktov i koliqestvo
diz~�nktov poro�denyh na ka�dom urovne. Diz~�nkty prevoshod�wie
�ti ograniqeni� ne poro�da�ts�.

Dl� il�stracii privodim odin iz prostyh primerov realizovanyh
na �VM PDP 11/34 v processe otkladki.

Primer: Dokazatel~stvo 8xP (x) oprover�eniem iz P (O) i 8x(P (x)
) P (Sx))P (x) litera v kotoro�x edinstvenna� peremenna�). Vhodnymi
dannymi �vl��ts� sledu�wie diz~�nkty:

:P (C) otricanie i skol. formuly 8xP (x), C-konst. Skol. P (O)
:P (X) _ P (S(X)).

Na �VM PDP 11/34 poluqeno sledu�wee oprover�enie (napeqatan-
ny� dokument privodim v perevode na russki� �zyk):

DOKAZATE^STVO NA�DENO

OPROVER�ENIE SOSTOIT IZ SLEDU�WE� POSLEDO-
VATEL^NOSTI:

CENTRAL^NY� DIZ^�NKT:

:P (C)�

BOKOVO� DIZ^�NKT:

P (0)�

PODSTANOVKA DL� INDUKCII:
� (pusta�)

CENTRAL^NY� DIZ^�NKT:

:P (S(G1))�

BOKOVO� DIZ^�NKT:

:P (X)P (S(X))�

PODSTANOVKA DL� REZOL�CII (NOU):
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G1=X�

CENTRAL^NY� DIZ^�NKT:
=:P (S(G1)):P (G1)�

BOKOVO� DIZ^�NKT:
P (G1)�

PODSTANOVKA DL� REZOL�CII (NOU):
� (pusta�)

CENTRAL^NY� DIZ^�NKT:
PUSTO� DIZ^�NKT:
DOKAZATE^STVO OTPEQATANO
DOKAZANA NEVYPOLNIMOST^ ISHODNOGO MNO�EST-
VA
Po�sneni�: Ka�dy� sledu�wi� central~ny� diz~�nkt �vl�ets�

rezul~tatom primeneni� pravila indukcii ili rezul�cii k predxest-
vu�wim central~nomu i bokovomu diz~�nktam. Simvol � oznaqaet konec
posledovatel~nosti, opredel��we� diz~�nkt ili podstanovku. V pro-
cesse oprever�eni� simvol _ ne ispol~zuets�, po�tomu diz~�nkt pred-
stavlen posledovatel~nost~� liter. Simvol = pered litero� ukazyvaet
qto litera sto�wa� za nim markirovanna.

Prostota otla�ennyh primerov obuslovlena malym ob�emom oper-
ativno� pam�ti ispol~zuemo� �VM.

V ramkah sistemy \Graph" na �VM bol~xe� mownosti mo�no o�i-
dat~ dokazatel~stva bolee slo�nyh teorem.

Avtor vyra�aet gluboku� blagodarnost~ prof. dr Dragoxu Cvet-
koviqu za pomow i poder�ku ukazannu� pri oformlenii i otladke pro-
grammno� sistemy.
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