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SUR LES ESPACES DE GRASSMANN REELS, COMPLEXES
ET QUATERNIONIQUES

Eftimie Grecu

Résumé. Dans cet article, on fait une étude sur les variétés de Grassmann complexes
et quaternioniques, considérés comme espaces réels, a ’aide des automorphismes involutifs des
groupes unitaires complexes et quaternioniques, en montrant d’abord comment se définissent les
groupes unitaires complexes et quaternioniques comme des sous-groupes du groupe orthogonal
O(2n), respectivement O(4n).

1. Introduction. Soit K le corps des nombres réels, complexes ou quater-
nioniques, E} lespace euclidien 4 n dimensions et '™ =T la variété de Grass-
mann, c’est-a-dire I’espace m-plans de E}, les coordonnées de E} et les coeflicients
des équations qui définissent les m-plans étant des nombres du corps K.

On sait [7] que, du point de vue algébrique, les variétés I' sont rationnelles.

Les propriétés topologiques des espaces de Grassmann ont été étudiées par
Ehresmann [4], Pontryaguine [10], [11], Chern [3] et d’autres, qui les ont utilisées
pour construire certains invariants topologiques des variétés différentielles fermées.

C’est & C. Teleman [15]) qu'on doit une étude des variétés I, considérées
comme des espaces homogenes de groupes Lie compacts.

Ainsi, en utilisant une méthode indiquée en [14], il détermine la métrique de
Pespace T', dans un systéme & m(n —m) coordonnées hypercomplexes de T'.

Il démontre ensuite que ’espace Gamma est homéomorphe et isométrique
avec l’espace des matrices hermiriques, idempotentes d’ordre n et de rang m, sur le
corps K. On obtient de cette fagon un plongement bijectif et isométrique de I’espace
I' dans ’espace euclidien unitaire EI”:. Ce plongement est continu, mais il n’est
pas analytique, puisque les équations qui expriment qu’une matrice est hermitique
ne sont pas analytiques.

AMS Subject Classification (1980): Primary 53C35, Secondary 20G20.

Key words and phrases: groupe unitaire, automorphisme involutif, variété non holonome,
groupe de stabilité, representation parametrique rationnelle ’expression locale de la métrique de
P’espace,



74 Eftimie Grecu

L’auteur mentionne qu’on peut arriver a une représentation analytique de la
variété I si celle-ci est considérée comme une variété réelle et si, au lieu de ’espace
unitaire E}‘: on considere I’espace euclidien réel EP™ ol pest égal & 1, 2 ou 4, tout
comme K est le corps des nombres réels complexes ou quaternioniques, mais on n’a
pas obtenu effectivement une telle représentation.

Par la suite, il trouve une représentation paramétrique rationnelle de ’espace
riemannien I' dans ’espace hypercomplexe unitaire EI":, mais cette représentation
n’est pas analytique. Cette représentstion conduit & une représentation paramétri-
que rationnelle de 'espace I', considéré comme variété réelle dans ’espace euclidien
réel P

Dans [16], C. Teleman étudie, sous une forme générale, une classe d’espaces
riemanniens symétriques, qui ont des propriétés communes intéressantes et il retrou-
ve par cette voie une série de propriétés des variétés Grassmann réelles, complexes
et quaternioniques.

Dans cette publication, on fera une étude sur les variétés de Grassmann com-
plexes et quaternioniques, considfés comme espaces réels, & 'aide des automor-
phismes involutifs des groupes unitaires complexes et quaternioniques.

On montrera tout d’abord comment se définissent les groupes unitaires com-
plexes et quaternioniques commec des sous-groupes du groupe orthogonal O(2n),
respectivement O(4n).

On détermine ensuite un automorphisme involutif pour chacun des groupes
unitaires de la classe A, respectivement C de Killing, ainsi que le groupe des
éléments fixes de ces automorphismes.

Aux automorphismes involutifs détérminés ci-dessus correspondent certains
espaces riemanniens symétriques, si on prend le groupe des éléments fixes de ces
automorphismes comme des sous-groupes de stabilité de ces espaces.

On démontre que ces espaces coincident avec les espaces de Grassmann com-
plexes, respectivement quaternioniques et qu’ils peuvent plonger de fagon tant non
holonome que holonome dans les variétés des groupes unitaires complexes, respec-
tivement quaternioniques.

En conclusion, on trouve une représentation paramétrique rationnelle des
espaces de Grassmann complexes et quaternioniques ainsi que ’expression de
I’élément d’arc, relative a la carte considérée. On précise que cette représentation
est analytique.

2. Définition des groupes unitaires complexes et quaternioniques
comme des sous-groupes du groupe orthogonal. Soit R, C', () respectivement,
le corps des nombres réels, complexes et quaternioniques. On note avec M2 (R) et
My (R) le corps des matrices réelles de deuxiéme ordre, respectivement quatrieme,
ayant la forme:

ap Qap
—ar ao
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ag ay a2 a3

—aq Qo —as a2
—az as G —a1
—as —a2 ay Qo

On sait [13] que les applications f1 : C — M3(R) et fo : Q@ — M4(R)
défininies de la facon suivante

ap Qi
fl(a0+v—1a1) = ,

a; Qo
Qo a1 as as
—a1 ao —as as

epap + e1a1 + exas + esaz) =

fa(eoao + er1ar + ezas + ezaz) 4y a3 ay —a
—a3 —a2 aq ao

sont des isomorphismes.Ici eg, e, e2, e sont quatre unités hypercomplexes ayant la
loi de la multiplication

2 2 2 2
€) = €] = —€3; = —€3 = €p, €1€2 = —€2€6] = 63, €€3 = —E€3€ey = €1,
€3€1 — —€1€e3 = €3.
On notera avec Uk (n) le groupe unitaire complexe ou quaternionique dans n

variables, selon que K = C ou K = . I1 est formé des matrices B d’ordre n, avec
des éléments du corps K, qui satisfont la relation

(1) BB* = E,
ou B* est 'adjointe de B et E, est la matrice unité d’ordre n.
Soit p =1,2,4 et le nombre a défini de la fagon suivante
0 ;pour p=1.
a= 1 ; pour p=2.
2,3,4 ; pour p=4.

Notons avec O,(pn) le sous-groupe du groupe orthogonal O;(pn), dans pn
variables réelles, formé des matrices réelles A d’ordre n, qui satisfont les relations

(2) AA=E,,, Al,=1,A (p=1,2,4; a=0,1,2,3,4)

ot A signifie la transposée de la matrice A, Iy est la matrice unité d’ordre n, I est
la matrice d’ordre 2n,

0100 0 0

-1 0 0 O 0 0
L=
0 0 0O 0 1
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et I, I3, I, sont les matrices suivantes d’ordre 4n

is 0 01 0 0 001 0
I |-t o oof . _Jloo0o0 -1
B ‘ 2 00 0 1”2 -1 00 ol

0 i3 0 0 -1 0 010 0

0 0 0 1
Z-4 — (0) _? é g ) (6 = 273)4)
-1 0 0 0

On voit que, pour p = 1, les relations (2) définissent le groupe orthogonal
O1(n) et pour p = 2 on obtient le groupe simplectique orthogonal O2(2n), [6].

On veut démontrer maintenant que le groupe U, (n) est isomorphe avec O2(2n)
et Ug(n) est isomorphe avec le groupe O4(4n).

Pour cela, on notera avec M, (C) lalgebre des matrices complexes d’ordre n
et avec My (R) l’algébre des matrices réelles d’ordre 2n, ayant la forme

A% A? (],2].'_1 a
) A= : LAl
AL oan a3, a

2j
2i—1

) )
2j—1
2i—1

(i,j=1,...

7n)'

Notons de méme avec M, (Q) l'algebre des matrices quaternioniques d’ordre
n et avec My, (R) lalgebre des matrice réelles d’ordre 4n, ayant la forme

453
Qg3
452
Ayi—3
i 45—-1
Ayi—3

Al AP

[an

A

4j
Ayi—3

; J_— 201
Si on met b =a5;_;

g1 : M,(C) = M, (R), ainsi définie
Fi(b1) fi(07)
fi(b,) fi ()

est un isomorphisme.

4j-2
453
453
453
4j

Ayi—3
45-1

Ayi—3

ay s
aii;_g
a3
ay "3

aii} 3
ay
agl =3
ag "3

+ \/—1a§g_1, alors il est facile de voir que 'application

by

bn

n

On sait [6] que la matrice A donnée par (3) satisfait la relation A = I, A.
On a ensuite la relation évidente g1 (B*) = A, d’ou il resulte que ¢; (B~B*) = AA.

Comme g;(E,) = Es,, on déduit que BB*

E,, si, et seulement si, AA = Ey,.

En conséquence, 'image par 'isomorphisme g; du groupe U¢c(n) coincide avec
le groupe O5(2n). C’est pourquoi, dans ce qui suit, on identifiera ces deux groupes.
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. j 45— 1j-2 45-1 45 1
Mettons maintenant b] = egay! 5 + e1a3l 5 + e2a,] 5 + esay]_, considérons
Vapplication g2 : M, (Q) = My, (R), définie de la facon suivante:

RO .. fa0) b by
g2(B) = , B=|":
R oo fo(bD) bL ... b
L’application g» est un isomorphisme, comme on peut facilement constater.
La matrice A donnée par (3’) satisfait les relations Alz = IgA, (8 =2,3,4). Il'y
a aussi g2(B*) = A, donc g2(BB*) = AA. Parce que g2(Ey) = Eup, il résulte que
BB* = E,, si, et seulement si, AA = Ey,.

On déduit que I'image par I'isomorphisme g» du groupe Ug(n) coincide avec le
groupe O4(4n). Donc, on peut considerer ces deux groupes comme étant identiques.

On sait [14] que la dimension des groupes O;(n), O2(2n), O4(4n) est respec-
tivement égale & N1 = n(n —1)/2, N =n?, Ny = n(2n + 1).

Un simple calcul nous montre que, en général,la dimension du groupe O,(pn)
est Ny = [(n+ 1)p— 2n/2, (p = 1,2,4).

Dans ’espace euclidien réel RF (ag), (¢,r = 1,...,p,n), les relations (2)
définissent une variété algébrique réelle Vi, a N, dimenstions, nommée la variété
du groupe O,(pn).

Cette variété est un espace de Riemann, dont la métrique est induite par la

2 2
métrique de 'espace euclidien R” ™ , c’est-a-dire

(4) ds®> = Sp(dAdA)

ou Sp( ) signifie la trace de la matrice entre parantheses et dA est la différentielle
de la matrice A.

3. Détermination d’un automorphisme involutif du groupe O,(pn) et de
I’espsce symétrique correspondnut. On déterminera un automorphisme involuti du
groupe O,(pn) parmi ses automorphismes intérieurs.

Soit o, un élément fixe du groupe O,(pn). On sait [17] que I’application
@, 1 O,(pn) = O,(pn), définie romme il suit
(5) wp(4) = UpAa;l

est un automorphisme intérieur du groupe O,(pn).
L’application ¢, est une involution de l’ensemble O,(pn) si, et seluement si,
quel que soit A € O,(pn) on a
azA = Aaz.
Cette relation a lieu quand et seulement quand

o) =¢cE,, (e #0).
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Considérant les déterminants dans les deux membres, on obtient
2 _ _pn
|op|” = ™.
De 0,6, = E,, il resulte |o,|> = 1, donc e”™ = 1. Cette équation a les racines

réelles e = +1, le signe “moins” étant possible seulement si le nombre n est pair.

Considéronse = 1. On a aﬁ = E,,, donc o, est une matrice involutive. Donc,

la matrice o, qui satisfait le, relations
(6) 0,6, = Epp, O'z =E,n, 0,1y =140,

engendre un automorphisme involutif du groupe O,,. Il est facile de voir que la
matrice o, donnée par

0 pm

o pln —m)

satisfait les relations (6), donc elle engendre un automorphisme involutif du groupe
Op(pn).

L’ensemble des éléments fixes de ’automorphisme involutif (5) est formé par
les matrice A € O,(pn), qui satisfont la relation
(7) Ao, =0,A
comme on peut le vérifier tres facilement. Cet ensemble est un sous-groupe du
groupe O,(pn).

Pour déterminer la dimension de ce sous-groupe, on décompose les matrices
A, I, 0, en cellules de la maniere suivante

A A }pm oo }pm
A= .. .......... ;Ia: ........... 9
A o4, | fp-m) o i | fen-m
N S ~N
pm p(n—m) pm p(n—m)
Epm 0
Op = || ceeiieiiii i,
O & —Eynm)

Les relations (2), (7) sont alors équivalentes avec les relations suivantes

Alfil = Epm; Allg = I&Al; AQAQ = Ep(nfm)a AQI&, = [gAQ; A3 = O, A4 =0.
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Donc, le groupe des éléments fixes de "automorphisme involutif (5) est iso-
morphe avec le produit direot O,(pm) x O,(pn — pm) et par conséquent, il a
[((m+1)p—2m/2+[(n —m + 1)p — 2](n — m)/2 parametres.

A Pautomorphisme involutif (5) correspond un espace de Riemann symétrique
Vo 21y = [(n+1)p—2)n/2— [(m + 1)p = 2)m/2 = [(n —m + 1)p— 2)(n —m)/2 -
pm(n —m) dimensions, si on considére le groupe O,(pm) x O,(pn — pm) comme
sous-groupe de stabilité de V}, , [1].

Pour donner une interprétation géométrique a l’espace V),,, on marquera avec
G on,pm l'espace de Grassmann des variétés linéaires a pm dimensions de l’espace
euclidien & pn dimensions. Pour p = 1, 2, 4, ces variétés linéaires sont définies
respectivement de la facon suivante:

(8) k= Ak, (h=1,...,m; k=m+1,...,n)
(8’) 1,2’671 — AQk_11’2h71 _ A2km2h Z’Zk — A2k1’2h71 + AQk—lmZh
h h ) h h
ot = N3 Ah=3 _ \k=2p4h-2 | \E—Lpdhol kgt
G2 \Ak=2, 4h—3 _ \4k=3,4h—2 _ \dk dh—1 _ \dk—1, 4h
(8") h h h h
gkl = \HeoLpah=3 Nk h=2 k-3 dhol  yk2dh

£U4k — )\;llkm4h—3 _ )\ik71$4h_2 _ )\ik72x4h—1 _ )\;tk73m4h

L’espace G, pm & pm(n — m) dimensions, puisque chaque variété linéaire
(8), (8'), (8") est définie respectivement par m(n —m), 2m(n —m), 4m(n — m)
coordonnées réelles (AF), (Aikil,/\%’“), (/\ik%,)\ikﬁ,)\ik*l,)\%k), correspondant
p=1,2, 4.

Considérons maintenant ’application ¢, : V), — G pm qui associe a chaque
point (AF), (/\?Lk_l,)\,zlk), (Aik_3,/\‘,§k_2,/\;ik_1,/\%k), de Vj,, Vp, Vp, respectivement
la variété lindire (8), (8'), (8").

L’application ¢, ainsi définie est une bijection de V,, sur G, pm, comme on
peut facilement le vérifier.

On peut également démontrer facilement que les espaces V,, et G, pm ont
les groupes d’automorphismes et les sous-groupes de stabilité respectivement iso-
morphes. Par conséquent, ces espaces peuvent étre considérés identiques.

On a donc le suivant

THEOREME. L’espace riemannien symétrique Vp,» qui correspond a l'auto-
morphisme involutif (5) du groupe O,(pn), est Uespace de Grassmann G, pm

Remarques. 1°). Pour p = 1,2, 4 on obtient respectivement l’espace de
Grassmann réel, complexe et quaternionique, les deux derniers étant considérés
comme des espaces réels. 2°). Pour m = 1, on obtient l’espace projectif a p(n —
1) dimensions, c’est-a-dire: si p = 1, on obtient I'espace projectif réel & n — 1
dimensions, et si p = 2, 4 on obtient le modele réel de I'espace projectif complexe,
respectivement quaternionique & n — 1 dimensions.
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4. Plongement non holonome et holonome des espaces de Grass-
mann G, ,m. On se propose maintenant de démontrer que ’espace de Grass-
mann Gy pm peut étre considéré, en ce qui concerne I’élément d’arc, comme un
sous-espace non holonome ou holonome de la variété Vi, du groupe O, (pn).

. . . . ’ 2 2 N .
Pour cela, on introduit dans I'espace euclidien réel R*™ (ay) a p°n? dimen-
sions, les formes de Pfaff.

(9) dF = AdA.
De la premiere relation (2) et de (9) il résulte
(10) dF = —dF.

Si, dans (9) on multiplie & gauche avec A et on prend en considération la
premiere relation (2), on obtient

(11) dA = AdF.

Des dernieres relations (2) et de (9) résultent les relations

(12) I,dF = dFI,.

La metrique (4) de l’espace euclidien RF°™ peut étre exprimée seulement a
I’aide des formes de Pfaff dF sous la forme

(13) ds? = Sp(dFdF)

ce qui résulte de la premiere relation (2) et de (11).

Considérons maintenant le systeme de Pfaff
(14) o, dF = —dF - o).

De (12) et (14) il est facile de voir que la matrice dF' a p, différentielles
indépendantes. Donc, le systéeme de Pfaff (14) définit un sous-espace non holonome
V! de la variété Vi, du groupe O, (pn).

La métrique de cet espace non holonome peut s’exprimer seulement & ’aide
de p, variables indépendantes.

En effet, considérons la matrice

(15) T = Ac,A.
De (10), (11) et (14) résulte la relation

(16) dT = 2AdFo,A

qui nous montre que lo matrice T' dépend de po parametres.
De (13) et (16) on obtient la formule

(17) ds® = Sp(dTdT) /4
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. A s 142 z Zoos ; J) __ Y/P
qui peut étre considérée comme étant la métrique de ’espace symétrique V;,, = Ni .
On a donc le suivant

THEOREME. La métrigue de Uespace de Riemann symétrigue V,, coincide
avec la métrique de la variété non holonome Vﬁz, définie sur lespace Vi, par le
systéme de Pfaff (14).

On obtient ainsi un plongement non holonome de I'espace V,,, dans la variété
Vn, du groupe O, (pn).

Remarquons maintenant que de (2) et de (15) résultent les relations
(18) TT =Epn, Tly=1,T, T=T.

Comme les deux premieres relations (18) coincident avec les relations (2), on peut
énoncer le suivant

THEOREME. L’espace symétrigue V, peut étre obtenu par l'intersection de la
variété Vi, du groupe O,(pn) avec la variété linéaire A = A.

On a ici ce qu'on appelle un plongement holonome de I'espace V,,, dans la
variété Vi, du groupe O, (pn).

5. Représentation paramétrique rationnelle et métrique de 1’espace
Vp,- En ce qui suit, on veut trouver une représentation paramétrique rationnelle
des matrices T' qui satisfait les relations (18), d’out va résulter que l’espace V), po
est une variété algébrique rationnelle.

Pour cela, on prend en considération une matrice X d’ordre pn, qui satisfait
les conditions
(19) X=-X, ,X=XI,, 0,X=-Xo,.

Tout comme la matrice dF, la matrice X a po éléments indépendants, qui
vont constituer les parametres de la représentation.

Considérons maintenant la matrice
(20) T=(Epm+X) Y Em|Epm—X)o,. +X#0

qui dépend, évidemment, de p, parametres.

Tenant compte des relations (19), il est facile de voir que la matrice T' donnée
par (20) satisfait les relations (18).

Puisque I'inverse de la formule (20) est
X =(0p—T)(o, + ), lop +T| # O
on peut énoncer le suivant

THEOREME. L’espace V,,, est une variété algébrigue rationnelle et la formule
(20) définit une représentation paramétrigue rationnelle du voisinage du point Ty =
—0,, formé par les points T avec |o, +T| # 0.
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En conclusion, on se propose de trouver ’expression locale de ’élément d’arc
de l’espace V,, , relative a la carte définie par la formule (20).

Da (20) on obtient la différentielle de la matrice T', c’est-a-dire
(21) dT = —2(E,, + X) 'dX(E,, + X) 'o,.

Tenant compte de (21) dans (17), on obtient ’expression locale de la métrique
de l'espace symétrique V;,

(22) ds® = —4Sp[dX (E,, — X*)7'*.

On observe que, dans les coordonnées zj qui sont les éléments de la matrice
X, lamétrique de I'espace symétique V;,, a une forme simple, analogue a la métrique
de espace représentatif du groupe orthogonal, [20].

Mentionnons que pour m = 1 et p = 1, la formule (22) definit la métrique de
Pespace projectif réel & n — 1 dimensions et pour m = 1 et p = 2, 4 la formule (22)
nous donne le modele métrique réel de ’espace projectif complexe, respectivement
quaternionique a n — 1 dimensions, ces espaces étant considérés comme des variétés
réelles a 2(n — 1), respectivement 4(n — 1), dimensions.
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