
PUBLICATIONS DE L'INSTITUT MATH�EMATIQUE
Nouvelle s�erie, tome 33 (47), 1983, pp. 73{82

SUR LES ESPACES DE GRASSMANN R�EELS, COMPLEXES

ET QUATERNIONIQUES

Eftimie Grecu

R�esum�e. Dans cet article, on fait une �etude sur les vari�et�es de Grassmann complexes
et quaternioniques, consid�er�es comme espaces r�eels, �a l'aide des automorphismes involutifs des
groupes unitaires complexes et quaternioniques, en montrant d'abord comment se d�e�nissent les
groupes unitaires complexes et quaternioniques comme des sous-groupes du groupe orthogonal
O(2n), respectivement O(4n).

1. Introduction. Soit K le corps des nombres r�eels, complexes ou quater-
nioniques, En

K l'espace euclidien �a n dimensions et �n;mK = � la vari�et�e de Grass-
mann, c'est-�a-dire l'espace m-plans de En

K , les coordonn�ees de E
n
K et les coeÆcients

des �equations qui d�e�nissent les m-plans �etant des nombres du corps K.

On sait [7] que, du point de vue alg�ebrique, les vari�et�es � sont rationnelles.

Les propri�et�es topologiques des espaces de Grassmann ont �et�e �etudi�ees par
Ehresmann [4], Pontryaguine [10], [11], Chern [3] et d'autres, qui les ont utilis�ees
pour construire certains invariants topologiques des vari�et�es di��erentielles ferm�ees.

C'est �a C. Teleman [15]) qu'on doit une �etude des vari�et�es �, consid�er�ees
comme des espaces homog�enes de groupes Lie compacts.

Ainsi, en utilisant une m�ethode indiqu�ee en [14], il d�etermine la m�etrique de
l'espace �, dans un syst�eme �a m(n�m) coordonn�ees hypercomplexes de �.

Il d�emontre ensuite que l'espace Gamma est hom�eomorphe et isom�etrique
avec l'espace des matrices hermiriques, idempotentes d'ordre n et de rang m, sur le
corpsK. On obtient de cette fa�con un plongement bijectif et isom�etrique de l'espace

� dans l'espace euclidien unitaire En2

K . Ce plongement est continu, mais il n'est
pas analytique, puisque les �equations qui expriment qu'une matrice est hermitique
ne sont pas analytiques.
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L'auteur mentionne qu'on peut arriver �a une repr�esentation analytique de la
vari�et�e � si celle-ci est consid�er�ee comme une vari�et�e r�eelle et si, au lieu de l'espace

unitaire En2

K on consid�ere l'espace euclidien r�eel E�n2 o�u � est �egal �a 1, 2 ou 4, tout
comme K est le corps des nombres r�eels complexes ou quaternioniques, mais on n'a
pas obtenu e�ectivement une telle repr�esentation.

Par la suite, il trouve une repr�esentation param�etrique rationnelle de l'espace

riemannien � dans l'espace hypercomplexe unitaire En2

K , mais cette repr�esentation
n'est pas analytique. Cette repr�esentstion conduit �a une repr�esentation param�etri-
que rationnelle de l'espace �, consid�er�e comme vari�et�e r�eelle dans l'espace euclidien

r�eel E�n2 .

Dans [16], C. Teleman �etudie, sous une forme g�en�erale, une classe d'espaces
riemanniens sym�etriques, qui ont des propri�et�es communes int�eressantes et il retrou-
ve par cette voie une s�erie de propri�et�es des vari�et�es Grassmann r�eelles, complexes
et quaternioniques.

Dans cette publication, on fera une �etude sur les vari�et�es de Grassmann com-
plexes et quaternioniques, consid�r�es comme espaces r�eels, �a l'aide des automor-
phismes involutifs des groupes unitaires complexes et quaternioniques.

On montrera tout d'abord comment se d�e�nissent les groupes unitaires com-
plexes et quaternioniques commc des sous-groupes du groupe orthogonal O(2n),
respectivement O(4n).

On d�etermine ensuite un automorphisme involutif pour chacun des groupes
unitaires de la classe A, respectivement C de Killing, ainsi que le groupe des
�el�ements �xes de ces automorphismes.

Aux automorphismes involutifs d�et�ermin�es ci-dessus correspondent certains
espaces riemanniens sym�etriques, si on prend le groupe des �el�ements �xes de ces
automorphismes comme des sous-groupes de stabilit�e de ces espaces.

On d�emontre que ces espaces coincident avec les espaces de Grassmann com-
plexes, respectivement quaternioniques et qu'ils peuvent plonger de fa�con tant non
holonome que holonome dans les vari�et�es des groupes unitaires complexes, respec-
tivement quaternioniques.

En conclusion, on trouve une repr�esentation param�etrique rationnelle des
espaces de Grassmann complexes et quaternioniques ainsi que l'expression de
l'�el�ement d'arc, relative �a la carte consid�er�ee. On pr�ecise que cette repr�esentation
est analytique.

2. D�e�nition des groupes unitaires complexes et quaternioniques

comme des sous-groupes du groupe orthogonal. Soit R, C, Q respectivement
le corps des nombres r�eels, complexes et quaternioniques. On note avec M2(R) et
M4(R) le corps des matrices r�eelles de deuxi�eme ordre, respectivement quatri�eme,
ayant la forme: 



 a0 a1

�a1 a0





 ;
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a0 a1 a2 a3
�a1 a0 �a3 a2
�a2 a3 a0 �a1
�a3 �a2 a1 a0









:

On sait [13] que les applications f1 : C ! M2(R) et f2 : Q ! M4(R)
d�e�ninies de la fa�con suivante

f1(a0 +
p�1a1) =





 a0 a1
a1 a0





 ;

f2(e0a0 + e1a1 + e2a2 + e3a3) =










a0 a1 a2 a3
�a1 a0 �a3 a2
�a2 a3 a0 �a1
�a3 �a2 a1 a0









sont des isomorphismes.Ici e0; e1; e2; e3 sont quatre unit�es hypercomplexes ayant la
loi de la multiplication

e20 = �e21 = �e22 = �e23 = e0; e1e2 = �e2e1 = e3; e2e3 = �e3e2 = e1;

e3e1 = �e1e3 = e2:

On notera avec UK(n) le groupe unitaire complexe ou quaternionique dans n
variables, selon que K = C ou K = Q. I1 est form�e des matrices B d'ordre n, avec
des �el�ements du corps K, qui satisfont la relation

(1) BB� = En

o�u B� est l'adjointe de B et En est la matrice unit�e d'ordre n.

Soit � = 1; 2; 4 et le nombre a d�e�ni de la fa�con suivante

� =

8><
>:

0 ; pour � = 1:

1 ; pour � = 2:

2;3; 4 ; pour � = 4:

Notons avec O�(�n) le sous-groupe du groupe orthogonal O1(�n), dans �n
variables r�eelles, form�e des matrices r�eelles A d'ordre n, qui satisfont les relations

(2) A ~A = E�n; AI� = I�A (� = 1; 2; 4; � = 0; 1; 2; 3; 4)

o�u ~A signi�e la transpos�ee de la matrice A, I0 est la matrice �unit�e d'ordre n, I1 est
la matrice d'ordre 2n,

I1 =












0 1 0 0 . . . 0 0
�1 0 0 0 . . . 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 . . . �1 0
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et I2, I3, I4 sont les matrices suivantes d'ordre 4n

I� =










i� 0
. . .

0 i�









; i2 =










0 1 0 0
�1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 �1 0









; i3 =










0 0 1 0
0 0 0 �1

�1 0 0 0
0 1 0 0









;

i4 =










0 0 0 1
0 0 1 0
0 �1 0 0

�1 0 0 0









; (� = 2; 3; 4):

On voit que, pour � = 1, les relations (2) d�e�nissent le groupe orthogonal
O1(n) et pour � = 2 on obtient le groupe simplectique orthogonal O2(2n), [6].

On veut d�emontrer maintenant que le groupe Uc(n) est isomorphe avecO2(2n)
et UQ(n) est isomorphe avec le groupe O4(4n).

Pour cela, on notera avec Mn(C) l'alg�ebre des matrices complexes d'ordre n
et avec M2n(R) l'alg�ebre des matrices r�eelles d'ordre 2n, ayant la forme

(3) A =










A1
1 . . . An

1
...

...
A1
n . . . An

n









; Aj

i =








a2j�12i�1 a2j2i�1

a2j2i�1 a2j�12i�1







 ; (i; j = 1; . . . ; n):

Notons de même avec Mn(Q) l'alg�ebre des matrices quaternioniques d'ordre
n et avec M4n(R) l'alg�ebre des matrice r�eelles d'ordre 4n, ayant la forme

(30) A =










A1
1 . . . An

1
...

...
A1
n . . . An

n









; Aj

i =












a4j�34i�3 a4j�24i�3 a4j�14i�3 a4j4i�3
a4j�24i�3 a4j�34i�3 a4j4i�3 a4j�14i�3

a4j�14i�3 a4j4i�3 a4j�34i�3 a4j�24i�3

a4j4i�3 a4j�14i�3 a4j�24i�3 a4j�34i�3












Si on met bji = a2j�12i�1 +
p�1a2j2i�1, alors il est facile de voir que l'application

g1 :Mn(C)!M2n(R), ainsi d�e�nie

g1(B) =










f1(b
1
1) . . . f1(b

n
1 )

...
...

f1(b
1
n) . . . f1(b

n
n)









; B =










b11 . . . bn1
...

...
b1n . . . bnn









est un isomorphisme.

On sait [6] que la matrice A donn�ee par (3) satisfait la relation AI1 = I1A.

On a ensuite la relation �evidente g1(B
�) = ~A, d'o�u il resulte que g1(BB

�) = A ~A.

Comme g1(En) = E2n, on d�eduit que BB� = En si, et seulement si, A ~A = E2n.

En cons�equence, l'image par l'isomorphisme g1 du groupe UC(n) coincide avec
le groupe O2(2n). C'est pourquoi, dans ce qui suit, on identi�era ces deux groupes.
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Mettons maintenant bji = e0a
4j�3
4i�3 + e1a

4j�2
4i�3 + e2a

4j�1
4i�3 + e3a

4j
4j�3 consid�erons

l'application g2 :Mn(Q)!M4n(R), d�e�nie de la fa�con suivante:

g2(B) =










f2(b
1
1) . . . f2(b

n
1 )

...
...

f2(b
1
n) . . . f2(b

n
n)









; B =










b11 . . . bn1
...

...
b1n . . . bnn









:

L'application g2 est un isomorphisme, comme on peut facilement constater.
La matrice A donn�ee par (3') satisfait les relations AI� = I�A, (� = 2; 3; 4). Il y

a aussi g2(B
�) = ~A, donc g2(BB

�) = A ~A. Parce que g2(En) = E4n, il r�esulte que

BB� = En, si, et seulement si, A ~A = E4n.

On d�eduit que l'image par l'isomorphisme g2 du groupe UQ(n) co��ncide avec le
groupe O4(4n). Donc, on peut considerer ces deux groupes comme �etant identiques.

On sait [14] que la dimension des groupes O1(n), O2(2n), O4(4n) est respec-
tivement �egale �a N1 = n(n� 1)=2, N = n2, N4 = n(2n+ 1).

Un simple calcul nous montre que, en g�en�eral,la dimension du groupe O�(�n)
est N� = [(n+ 1)�� 2]n=2, (� = 1; 2; 4).

Dans l'espace euclidien r�eel R�2n2(arq), (q; r = 1; . . . ; �; n), les relations (2)
d�e�nissent une vari�et�e alg�ebrique r�eelle VN� �a N� dimenstions, nomm�ee la vari�et�e
du groupe O�(�n).

Cette vari�et�e est un espace de Riemann, dont la m�etrique est induite par la

m�etrique de l'espace euclidien R�2n2 , c'est-�a-dire

(4) ds2 = Sp(dAd ~A)

o�u Sp( ) signi�e la trace de la matrice entre paranth�eses et dA est la di��erentielle
de la matrice A.

3. D�etermination d'un automorphisme involutif du groupe O�(�n) et de
l'espsce sym�etrique correspondnut. On d�eterminera un automorphisme involuti du
groupe O�(�n) parmi ses automorphismes int�erieurs.

Soit �� un �el�ement �xe du groupe O�(�n). On sait [17] que l'application
'� : O�(�n)! O�(�n), d�e�nie romme il suit

(5) '�(A) = ��A�
�1
�

est un automorphisme int�erieur du groupe O�(�n).

L'application '� est une involution de l'ensemble O�(�n) si, et seluement si,
quel que soit A 2 O�(�n) on a

�2�A = A�2� :

Cette relation a lieu quand et seulement quand

�2� = "E�n (" 6= 0):
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Consid�erant les d�eterminants dans les deux membres, on obtient

j��j2 = "�n:

De ��~�� = E�n il resulte j��j2 = 1, donc "�n = 1. Cette �equation a les racines
r�eelles " = �1, le signe \moins" �etant possible seulement si le nombre n est pair.

Consid�erons " = 1. On a �2� = E�n, donc �� est une matrice involutive. Donc,
la matrice �� qui satisfait le, relations

(6) ��~�� = E�n; �
2
� = E�n; ��I� = I���

engendre un automorphisme involutif du groupe O�n. Il est facile de voir que la
matrice �� donn�ee par

�� =





















1
...

. . .
... O

1
...

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
... �1

O
...

. . .
... �1





















9>=
>; �m

9>=
>; �(n�m)

satisfait les relations (6), donc elle engendre un automorphisme involutif du groupe
O�(�n).

L'ensemble des �el�ements �xes de l'automorphisme involutif (5) est form�e par
les matrice A 2 O�(�n), qui satisfont la relation

(7) A�� = ��A

comme on peut le v�eri�er tr�es facilement. Cet ensemble est un sous-groupe du
groupe O�(�n).

Pour d�eterminer la dimension de ce sous-groupe, on d�ecompose les matrices
A, I�, �� en cellules de la mani�ere suivante

A =









A1

... A3

: : : : : : : : : : : :

A4

... A2










o
�m

o
�(n�m)

|{z}
�m

| {z }
�(n�m)

; I� =









I 0�

... O
: : : : : : : : : : :

O
... I 00�










o
�m

o
�(n�m)

|{z}
�m

| {z }
�(n�m)

;

�� =









E�m

... O
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

O
... �E�(n�m)









:

Les relations (2), (7) sont alors �equivalentes avec les relations suivantes

A1
~A1 = E�m; A1I

0

� = I 0�A1; A2
~A2 = E�(n�m); A2I

00

� = I 00�A2; A3 = O; A4 = O:
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Donc, le groupe des �el�ements �xes de l'automorphisme involutif (5) est iso-
morphe avec le produit direot O�(�m) � O�(�n � �m) et par cons�equent, il a
[(m+ 1)�� 2]m=2 + [(n�m+ 1)�� 2](n�m)=2 param�etres.

�A l'automorphisme involutif (5) correspond un espace de Riemann sym�etrique
Vp� �a p� = [(n+1)�� 2)n=2� [(m+1)�� 2)m=2� [(n�m+1)�� 2)(n�m)=2�
�m(n �m) dimensions, si on consid�ere le groupe O�(�m) � O�(�n � �m) comme
sous-groupe de stabilit�e de Vp� , [1].

Pour donner une interpr�etation g�eom�etrique �a l'espace Vp� , on marquera avec
G�n;�m l'espace de Grassmann des vari�et�es lin�eaires �a �m dimensions de l'espace
euclidien �a �n dimensions. Pour � = 1; 2; 4, ces vari�et�es lin�eaires sont d�e�nies
respectivement de la fa�con suivante:

xk = �kh; (h = 1; . . . ;m; k = m+ 1; . . . ; n)(8)

x2k�1 = �2k�1h x2h�1 � �2kh x
2h; x2k = �2kh x

2h�1 + �2k�1h x2h(80) 8>>>><
>>>>:

x4k�3 = �4k�3h x4h�3 � �4k�2h x4h�2 � �4k�1h x4h�1 � �4kh x
4h

x4k�2 = �4k�2h x4h�3 � �4k�3h x4h�2 � �4kh x
4h�1 � �4k�1h x4h

x4k�1 = �4k�1h x4h�3 � �4kh x
4h�2 � �4k�3h x4h�1 � �4k�2h x4h

x4k = �4kh x
4h�3 � �4k�1h x4h�2 � �4k�2h x4h�1 � �4k�3h x4h

(800)

L'espace G�n;�m a �m(n � m) dimensions, puisque chaque vari�et�e lin�eaire
(8), (80), (800) est d�e�nie respectivement par m(n � m), 2m(n � m), 4m(n � m)

coordonn�ees r�eelles (�kh), (�
2k�1
h ; �2kh ), (�4k�3h ; �4k�2h ; �4k�1h ; �4kh ), correspondant �a

� = 1; 2; 4.

Consid�erons maintenant l'application  � : Vp� ! G�n;�m qui associe �a chaque

point (�kh), (�
2k�1
h ; �2kh ), (�4k�3h ; �4k�2h ; �4k�1h ; �4kh ), de Vp1 , Vp2 Vp4 respectivement

la vari�et�e lin�aire (8), (80), (800).

L'application  � ainsi d�e�nie est une bijection de Vp� sur G�n;�m, comme on
peut facilement le v�eri�er.

On peut �egalement d�emontrer facilement que les espaces Vp� et G�n;�m ont
les groupes d'automorphismes et les sous-groupes de stabilit�e respectivement iso-
morphes. Par cons�equent, ces espaces peuvent être consid�er�es identiques.

On a donc le suivant

Th�eor�eme. L'espace riemannien sym�etrique Vp� , qui correspond �a l'auto-
morphisme involutif (5) du groupe O�(�n), est l'espace de Grassmann G�n;�m

Remarques. 1Æ). Pour � = 1; 2; 4 on obtient respectivement l'espace de
Grassmann r�eel, complexe et quaternionique, les deux derniers �etant consid�er�es
comme des espaces r�eels. 2Æ). Pour m = 1, on obtient l'espace projectif �a �(n �
1) dimensions, c'est-�a-dire: si � = 1, on obtient l'espace projectif r�eel �a n � 1
dimensions, et si � = 2; 4 on obtient le mod�ele r�eel de l'espace projectif complexe,
respectivement quaternionique �a n� 1 dimensions.
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4. Plongement non holonome et holonome des espaces de Grass-

mann G�n;�m. On se propose maintenant de d�emontrer que l'espace de Grass-
mann G�n;�m peut être consid�er�e, en ce qui concerne l'�el�ement d'arc, comme un
sous-espace non holonome ou holonome de la vari�et�e VN�

du groupe O�(�n).

Pour cela, on introduit dans l'espace euclidien r�eel R�2n2(arq) �a �
2n2 dimen-

sions, les formes de Pfa�.

(9) dF = ~AdA:

De la premi�ere relation (2) et de (9) il r�esulte

(10) d ~F = �dF:

Si, dans (9) on multiplie �a gauche avec A et on prend en consid�eration la
premi�ere relation (2), on obtient

(11) dA = AdF:

Des derni�eres relations (2) et de (9) r�esultent les relations

(12) I�dF = dFI�:

La m�etrique (4) de l'espace euclidien R�2n2 peut être exprim�ee seulement �a
l'aide des formes de Pfa� dF sous la forme

(13) ds2 = Sp(dFd ~F )

ce qui r�esulte de la premi�ere relation (2) et de (11).

Consid�erons maintenant le syst�eme de Pfa�

(14) �� � dF = �dF � ��:

De (12) et (14) il est facile de voir que la matrice dF a p� di��erentielles
ind�ependantes. Donc, le syst�eme de Pfa� (14) d�e�nit un sous-espace non holonome
V
p�
N�

de la vari�et�e VN�
du groupe O�(�n).

La m�etrique de cet espace non holonome peut s'exprimer seulement �a l'aide
de p� variables ind�ependantes.

En e�et, consid�erons la matrice

(15) T = A�� ~A:

De (10), (11) et (14) r�esulte la relation

(16) dT = 2AdF�� ~A

qui nous montre que lo matrice T d�epend de po param�etres.

De (13) et (16) on obtient la formule

(17) ds2 = Sp(dTd ~T )=4
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qui peut être consid�er�ee comme �etant la m�etrique de l'espace sym�etrique Vp� = V
p�
N�

.

On a donc le suivant

Th�eor�eme. La m�etrigue de l'espace de Riemann sym�etrigue Vp� co��ncide

avec la m�etrique de la vari�et�e non holonome V
p�
N�

, d�e�nie sur l'espace VN�
par le

syst�eme de Pfa� (14).

On obtient ainsi un plongement non holonome de l'espace Vp� dans la vari�et�e
Vn� du groupe O�(�n).

Remarquons maintenant que de (2) et de (15) r�esultent les relations

(18) T ~T = E�n; T I� = I�T; ~T = T:

Comme les deux premi�eres relations (18) co��ncident avec les relations (2), on peut
�enoncer le suivant

Th�eor�eme. L'espace sym�etrigue Vp peut être obtenu par l'intersection de la

vari�et�e VNp
du groupe O�(�n) avec la vari�et�e lin�eaire ~A = A.

On a ici ce qu'on appelle un plongement holonome de l'espace Vp� dans la
vari�et�e VN�

du groupe O�(�n).

5. Repr�esentation param�etrique rationnelle et m�etrique de l'espace

Vp� . En ce qui suit, on veut trouver une repr�esentation param�etrique rationnelle
des matrices T qui satisfait les relations (18), d'o�u va r�esulter que l'espace Vprho
est une vari�et�e alg�ebrique rationnelle.

Pour cela, on prend en consid�eration une matrice X d'ordre �n, qui satisfait
les conditions

(19) ~X = �X; I�X = XI�; ��X = �X��:

Tout comme la matrice dF , la matrice X a po �el�ements ind�ependants, qui
vont constituer les param�etres de la repr�esentation.

Consid�erons maintenant la matrice

(20) T = (E�n +X)�1(E�njE�n �X)��: +X 6= 0

qui d�epend, �evidemment, de p� param�etres.

Tenant compte des relations (19), il est facile de voir que la matrice T donn�ee
par (20) satisfait les relations (18).

Puisque l'inverse de la formule (20) est

X = (�� � T )(�� + T )�1; j�� + T j 6= O

on peut �enoncer le suivant

Th�eor�eme. L'espace Vp� est une vari�et�e alg�ebrigue rationnelle et la formule
(20) d�e�nit une repr�esentation param�etrigue rationnelle du voisinage du point T0 =
���, form�e par les points T avec j�� + T j 6= 0.
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En conclusion, on se propose de trouver l'expression locale de l'�el�ement d'arc
de l'espace Vp� , relative �a la carte d�e�nie par la formule (20).

Da (20) on obtient la di��erentielle de la matrice T , c'est-�a-dire

(21) dT = �2(E�n +X)�1dX(E�n +X)�1��:

Tenant compte de (21) dans (17), on obtient l'expression locale de la m�etrique
de l'espace sym�etrique Vp�

(22) ds2 = �4Sp[dX(E�n �X2)�1]2:

On observe que, dans les coordonn�ees xrq qui sont les �el�ements de la matrice
X , la m�etrique de l'espace sym�etique Vp� a une forme simple, analogue �a la m�etrique
de l'espace repr�esentatif du groupe orthogonal, [20].

Mentionnons que pour m = 1 et � = 1, la formule (22) de�nit la m�etrique de
l'espace projectif r�eel �a n� 1 dimensions et pour m = 1 et � = 2; 4 la formule (22)
nous donne le mod�ele m�etrique r�eel de l'espace projectif complexe, respectivement
quaternionique �a n�1 dimensions, ces espaces �etant consid�er�es comme des vari�et�es
r�eelles �a 2(n� 1), respectivement 4(n� 1), dimensions.
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