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UN TH�EOR�EME SUR LES SYST�EMES LIN�EAIRES

DE QUADRIQUES �A JACOBIENNE INDETERMIN�EE

Lando Degoli

R�esum�e. On d�emontre la condition n�ecessaire et suÆsante pour qu' un syst�eme lin�eaire
de quadriques de Sr soit �a matrice Jacobienne identiquement nulle de caract�eristique r � k.

Un syst�eme lin�eaire Ld (d � r) de quadriques de l'espace complexe Sr �a r
dimensions de coordonn�ees: x0; x1; x2; . . . ; xr est exprim�e par l'�equation:

�0f0 + �1f1 + �2f2 + � � �+ �dfd = 0

avec: fq = aikq xixk.

Prenons en consid�eration la matrice Jacobienne �a d+1 lignes et r+1 colonnes:

J = k@fi=@xsk (i = 0; 1; 2; . . . ; d; s = 0; 1; 2; . . . ; r) (1)

En g�en�eral la matrice Jacobienne �egal�ee �a z�ero est le lieu g�eometlique des
pornts de Sr conjugu�es entre eux | mêmes par rapport �a toutes les quadriques
du syst�eme. Si la matrice Jacobienne est identiquement nulle cela signi�e que tout
l'espace est lieu de points conjugu�es.

Si la caract�eristique de la Jacobienne est r, un point g�en�erique de Sr est
conjugu�e avec un seul point. Si au contraire la caract�eristique est r� h avec h > 0
un point quelconque de Sr est conjugu�e avec un espace Sh.

Premisses. Nous consid�ererons un syst�eme lin�eaire de quadriques Ld (d �
r) qui ne poss�ede aucun syst�eme subordonn�e Lg (r � g � d � 1) poss�edant une
Jacobienne identiquement nulle de caract�eristique r � k � 1 (k � 0).

Consid�erons le th�or�eme suivant.
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La condition n�ecessaire et suÆsante pour que le syst�eme lin�eaire de quadrigues

Ld (d � r), satisfaisant aux pr�emisses pr�ec�edentes, ait la Jacobienne identiquement

nulle de caract�eristigue r�k (k � 0), est que les quadriques du syst�eme gui passent

par un point guelconque de Sr poss�edent en commun un Sk+1.

Avant tout nous d�emontrons ce cas particulier:

Si le syst�eme Ld est �a Jacobienne identiguement nulle de caract�eristique r,
les guadriques du syst�eme qui passent par un point ont en cornmun une droite.

Si la Jacobienne est identiquement nulle de caract�eristique r, cel�a signi�e que
tous les d'eterminants de la matrice (1) d'ordre r + 1 sont identiquement nuls.

Consid�erons le d�eterminant donn�e par r + 1 quadriques quelconques. On ne
nuit pas �a la g�en�eralit�e en choisissant les premi�eres r quadriques du syst�eme:

f0; f1; f2; . . . ; fr�1; fr:

On aura:

D =

�
�
�
�
�
�
�

@f0=@x0 @f1=@x0 . . . @fr=@x0
@f0=@x1 @f1=@x1 . . . @fr=@x1
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
@f0=@xr @f1=@xr . . . @fr=@xr

�
�
�
�
�
�
�

= 0 (2)

Les mineurs d'ordre r extraits du d�eterminant D ne peuvent pas être tous nuls,
autrement le syst�eme lin�eaire Lr d�etermin�e par les r + 1 quadriques pr�ec�edentes
aurait la Jacobienne identiquement nulle de caract�eristique < r, et pour cela il
existerait dans Ld un syst�eme subordonn�e avec la Jacobienne identiquement nulle
de caract�eristique inf�erieure �a r, contredisant les pr�emisses du th�eor�eme.

Il est donc n�ecessaire qu'au moins un des d�eterminants d'ordre r�1 ne soit pas
z�ero. Nous pouvons supposer que c'est le mineur obtenu en �eliminant la derni�ere
ligne et la derni�ere colonne. Nous l'indiquerons avec A:

A =

�
�
�
�
�
�

@f0=@x0 @f1=@x0 . . . @fr�1=@x0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
@f0=@xr�1 @f1=@xr�1 . . . @fr�1=@xr�1

�
�
�
�
�
�

Prenons en consid�eration la matrice extraite du d�eterminant D form�ee avec
les premi�eres r lignes et indiquons avec:

A0; A1; A2; . . . ; Ar�1

les mineurs d'ordre r qu'on obtient en substituant �a la premi�ere, deuxi�eme, etc.,
colonne de A la derni�ere colonne de la matrice. Un seul de ces d�eterminants peut
être nul, parce que si deux d�eterminants d'ordrc r sont nuls dans la matrice �a r+1
colonnes et r lignes, par un th�eor�eme de Kronecker tous les d�eterminants seraient
nuls et par cons�equent il serait nul: A, ce qui est impossible.

Puisque le d�eterminant D est identiquement nul les quadriques ne sont pas
ind�ependantes et une quelconque, par exemple fr sera fonction des autres. Nous
aurons:

fr = F (f0; f1; f2; . . . ; fr�1): (3)
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Mais parce que les fi sont toutes des formes de deuxi�eme ordre en rempla�cant
x0; x1; . . . ; xr par tx0; tx1; . . . ; txr on obtient:

t2fr = F (t2f0; t
2f1; . . . ; t

2fr�1)

ce qui montre que F est une fonction homog�ene de premier degr�e.

En d�erivant l'expression (3) on obtient:

@F

@f0

@f0
@x0

+
@F

@f1

@f1
@x0

+ � � �+
@F

@fr�1

@fr�1
@x0

=
@fr
@x0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

@F

@f0

@f0
@xr�1

+
@F

@f1

@f1
@xr�1

+ � � �+
@F

@fr�1

@fr�1
@xr�1

=
@fr
@xr�1

;

(4)

un syst�eme de premier degr�e, ce qui donne ais�ement les deriv�ees partielles de la
fonction F , c'est �a dire:

@F=@f0 = �A0=A; @F=@f1 = �A1=A; . . . ; @F=@fr�1 = �Ar�1=A: (5)

Consid�erons un point x de Sr de coordonn�ees: x0; x1; . . . ; xr , et soit x0 de
coordonn�ees: x00; x

0

1; . . . ; x
0

r son conjugu�e par rapport �a toutes les quadriques du
syst�eme.

La droite qui unit deux points sera donn�ee par:

yi = tixi + t2x
0

i (i = 0; 1; 2; . . . ; r): (6)

En rempla�cant (6) dans toutes les quadriques, on obtient pour la quadrique
g�en�erique fm:

fm(y) = fm(x)t
2
1 + fm(x

0)t22 (m = 0; 1; 2; . . . ; r): (7)

parce que les termes 2aikmxix
0

k sont nuls, les points x et x0 �etant conjugu�es.

En rempla�canr les �equations (7) dans les �equations (3) et en d�erivant par
rapport �a t1 et t2 on obtient:

@fr=@t1 = @F=@fs � @fs=@t1

(s = 0; 1; 2; . . . ; r � 1)

@fr=@t2 = @F=@fs � @fs=@t2

(8)

En d�erivant les �equations (7) on a:

@fm=@t2 = 2t1fm(x); @fm=@t2 = 2t2fm(x
0) (m = 0; 1; 2; . . . ; r):

Rempla�cons ces derni�eres dans (8). On obtient:

fr(x) = @F=@fs � fs(x); fr(x
0) = @F=@fs � fs(x

0) (s = 0; 1; 2; . . . ; r � 1):

Et en�n pour les �equations (5):

A0f0(x) +A1f1(x) + � � �+Ar�1fr�1(x) +Afr(x) = 0

A0f0(x
0) +A1f1(x

0) + � � �+Ar�1fr�1(x
0) +Afr(x

0) = 0
(9)
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Les d�eterminants A; A0; A1; . . . ; A�1, sont calcul�es dans un point g�en�erique de Sr,
par exemple en x, et un seul d'entre eux est au maximum nul.

En multipliant la premi�ere des �equations (7) par ti et la deuxi�eme par t22 et
additionant apr�es, on obtient:

A0f0(y) +A1f1(y) + � � �+Ar�1fr�1(y) +Afr(y) = 0 (10)

o�u y est le point g�en�erique de la droite: yi = t21xi + t22x
0

1 (i = 0; 1; 2; . . . ; r).

Consid�erons deux quadriques quelconques du syst�eme: fh et fk. Nous savons
qu'on peut �ecrire pour (7):

fh(y) = fh(x)t
2
1 + fh(x

0)t22; fk(y) = fk(x)t
2
1 + fk(x

0)t22 (11)

On en d�eduit:

t21 = 1=B(fh(y)fk(x
0)� fk(y)fh(x

0)); t22 = 1=B(fh(x)fk(y)� fk(x)fh(y))

avec:

B =

�
�
�
�

fh(x) fh(x
0)

fk(x) fk(x
0)

�
�
�
�
:

En rempla�cant t21 et t22 dans (7) on trouve que la quadrique g�en�eriquc fm(y)
est une combinaison lin�eaire des deux quadriques fh(y) et fk(y). C'est �a dire que
le premier membre de (10) �esulte une combinaison lin�eaire �a coeÆcients constants
de fh(x) et fk(x) et par (11) on peut �ecrire:

a[fh(x)t
2
1 + fh(x

0)t22] + b[fk(x)t
2
1 + fk(x

0)t22] = 0:

L'expression du premier membre est identiquement nulle par rapport aux
variables t1 et t2 et on arrive aux relations:

afh(x) + bfk(x) = 0; afh(x
0) + bfk(x

0) = 0

avec a et b non nulles en même temps.

Ainsi il faut que le d�eterminant:
�
�
�
�

fh(x) fk(x)
fh(x

0) fk(x
0)

�
�
�
�

soit nul. C'est a dire: fh(x)=fh(x
0) = fk(x)=fk(x

0) = c. On obtient: fh(x) =
cfh(x

0), fk(x) = cfk(x
0), c �etant une constante non nulle.

Puisque fh et fk sont deux quadriques g�en�eriques, ces relations seront v�eri��ees
par une quadrique quelconque fm du syst�eme Ld. Nous aurons:

fm(x) = cfm(x
0) (12)

On en d�eduit que toutes les quadriques du syst�eme Ld qui passent par un
point x passent aussi par son conjugu�e x0 et r�eciproquement. Si x est situ�e sur la
quadrique fm on aura: fm(x) = 0 et pour (12): fm(x

0) = 0, en remarquant que
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x0 est le conjugu�e de x par rapport �a toutes les quadriques de Ld. Il en r�esulte:
t21fm(x) + t22fm(x

0) = 0 et pour (7): fm(y) = 0 o�u y est le point g�en�erique de la
droite xx0.

Donc la droite en question appartient toute enti�ere �a la quadrique fm. On en
d�eduit que toutes les quadnques qui passent par x contiennent la droite xx0.

Supposons maintenant que la Jacobienne du syst�eme Ld soit identiquement
nulle de caract�eristique r � k.

Cela signi�e qu' un point x de Sr �a pour conjugu�e un Sk.

Consid�erons un g�en�erique Sr�k qui passe par x. Le syst�eme Ld sera entre-
coup�e par le Sr�k suivant un syst�eme lin�eaire Sd de quadriques de Sr�k, qui a son
tour coupera le Sk en un point x0, qui r�esulte le conjugu�e de x par rapport a toutes
(es quadriques du sist�eme Ld0 .

Nous pourrons choisir pour coordonn�ees de Sr�k : x0; x1; . . . ; xr�k, en annu-
lant toutes les autres coordonn�ees. C est �a dire en �ecrivant: xr�k+1 = xr�k+2 =
� � � = xr = 0.

Les �equations des quadriques f0; f1; . . . ; fr seront du type:

fi(x0; x1; . . . ; xr�k; 0; 0; 0; . . . ; 0):

Les d�eriv�ees partielles: @fi=@xs (i = 0; 1; 2; . . . ; r � k) pour xr�k+1 =
xr�k+2 = � � � = xr = 0, seront toutes n�ulles. La matrice Jacobienne du syst�eme
Ld0 :

k@fi=@xsk
i = 0; 1; 2; . . . ; d0

s = 0; 1; 2; . . . ; r � k

sera identiquement nulle.

Elle ne pourra pas avoir de caract�eristique su �erieure �a r � k parce que ses
lignes ne sont qu'en nombre r� k+1, et elle ne pourra pas avoir de caract�eristique
inf�erieure �a r� k, sinon le point x aurait pour conjugu�e un Sg avec g > 0 et non le
seul point x0.

Il r�esulte que le syst�eme Ld0 de Sr�k a la caract�eristique r � k. Cela permet
de conclure, pour la pr�emi�ere partie du th�eor�eme, que les quadriques de Ld0 qui
passent par x auront en commun la droite xx0.

Puisque nous pouvons dire la même chose pour tous les Sk qui passent par
x on en d�eduit que les quadriques de Ld qui passent par x auront en commun le
Sk+1 joignant le point x avec Sk.

La condition du Th�eor�eme est donc n�ecessaire.

Elle est aussi suÆsante. En e�et, si toutes les quadriques de Ld, qui ont en
commun un point x, ont en commun un Sk+1, il est �evident que le point x a pour
conjugu�e le même Sk+1 par rapport du syst�eme Ld�1 de quadriques qut passent
par x. Une autre quadrique du syst�eme Ld qui ne passe pas par x a pour conjugu�e
de x un hyperplan qui coupera le Sk+1 dans un Sk et il en r�esulte que x aura pour
conjugu�e par rapport au syst�eme Ld un Sk.
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Cela signi�e que la matrice Jacobienne est identiquement nulle de car-
act�eristique r � k, comme on voulait d�emontrer.

Observation. Les syst�emes lin�eaires de quadriques �a Jacobienne identique-
ment nulle de caract�eristique r � k, qui poss�edent des syst�emes subordonn�es �a
Jacobienne identiquement nulle de caract�eristique inf�erieure, ne satisfont pas au
th�eor�eme.

Par exemple consid�erons un syst�eme Ld avec d � r + 1 �a Jacobienne iden-
tiquement nulle de caract�eristique r, qui poss�ede un systême subordonn�e Ld�1 �a
Jacobienne identiquement nulle de caract�eristique r � 1. Les quadriques de Ld�1

qui passent par un point x ont par le th�eor�eme d�emontr�e un plan en commun.

Alors une quadrique ult�erieure qui n'appartient pas �a Ld�1 et qui passe par le
point x sera coup�ee par le plan dans une conique et par cons�equent les quadriques
de Ld qui passent par x ont en commun une conique.
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