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SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ERSTER ORDNUNG VOM ELLIPTISCHEN TYPUS MIT

ANALYTISCHEN KOEFFIZIENTEN UND METHODE

DER VERALLGEMEINERTEN AREOL�AREN REIHEN

Milo�s �Canak

1. In seiner ausf�uhrlichen Arbeit [1] hat I. Vekua das folgende System par-
tieller Gleichungen

u0x� v0y = a(x; y)u+ b(x; y)v+ f(x; y); u0y + v
0

x = c(x; y)u+ d(x; y)v+ g(x; y) (1)

erforscht, wobei a(x; y), b(x; y), c(x; y), d(x; y), f(x; y) und g(x; y) stetige reelle
Funktionen der reellen Ver�anderlichen x und y in einem endlichen, einfach zusam-
menh�angenden Gebiet T sind. Wenn man die zweite Gleichung (1) mit i multi-
pliziert und mit der ersten addiert, so erh�alt man folgende komplexe Gleichung

DU =MU +NU + L:tag2

Heir istM = (a+d+ic�ib)=2, N = (a�d+ic+ib)=2, L = f+ig, U = u+iv
und DU = (u0x � v0y) + i(u0y + v0x) = 2U 0z der bekannte Operator von Kolossov.

Es ist bekannt, dass die Funktion

U0(z) = exp
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eine regul�are, partikul�are L�osung der Gleichung DU =MU darstellt. Vekua zeigte,
dass die Gleichung (2) durch Substitution U = wU0 in folgende Gleichung

Dw = Aw +B (3)

�ubergeht. Hier ist A = NU=U0, B = L=U0.
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N. Theodorescu [2] und S. Fempl [3] haben einen Integraloperator A

Z

eingef�uhrt, der dem Operator D inwers ist. Sie haben auch einige Eigenschaften
dieses Operators erforscht.

M. �Canak [4] hat eine Abbildung �k (k = const., k 2 R) der Menge der
di�erenzierbaren komplexen Funktionen fW jw = w(z; z)g auf die Menge der ana-
lytischen Funktionen f
j
 = 
(z)g eingef�uhrt. Die Funktion 
 = �kw kann man
erhalten, wenn man in der Funktion w = w(z; z) den Wert z unver�anderlich l�asst
und den Wert z mit k vertauscht. Z. b

�1(e
z+2z + z2 + 3zz3) = ez+2 + z2 + 3z:

Weitcrhin f�uhrte der Verfasser auch folgende De�nition des bestimmten are-
ol�aren Integra's ein.

De�nition. Ea sei A

Z
w(z; z) = w(z; z) eine nach z und z di�erenzierbare

Funktion in einem endlichen einfach zusammenh�angenden Gebiet T . Das areol�are
bestimmte Integral mit Integrationsgrenzen a und b (a; b 2 T ), wird durch folgende
Formel

A

bZ
a

w(z; z)
def
== �bW � �aW (4)

de�niert.

Es ist klar, dass die rechte Seite der De�nitionsrelation (4) eine analytische
Funktion darstellt.

In der gleichen Arbeit wird auch der Begri� der areol�aren Reihe eingef�uhrt.

Die areol�are Reihe ist eine komplexe Reihe folgender From

1X
k=0

zk'k(z) wobei die

KoeÆzienten 'k(z) beliebige analytische Funktionen sind. Diesen Begri� aber
k�onnen wir verallgemeinern auf die Reihen folgender Form

1X
k=0

'k(z) k(z)

wobei 'k(z) und  k(z) beliebige analytische Funktionen sind. Diese Reihen nennen
wir verallgemeinerte areol�are Reihen. In der Praxis wird ihre Konvergenz durch
Komparation mit einer majorierenden komplexen Reihe erforscht.

2. In dieser Arbeit beweist der Verfasser zuerst einen Satz und dann l�ost
er die Gleichung (3) durch die Methode der verallgemeinerten areol�aren Reihen in
dem Falle, wenn die KoeÆzienten A(z) = A(x; y) und B(z) = B(x; y) analytisch
sind.

Satz 1. Es sei w0(z) eine gegebene analytische Funktion in einem endlichen,

einfach zusammenh�angenden Gebiet T. Die areol�are Di�erentialgleichung (3) mtt

dem Anfangswert

�0w(z; z) = w0(z) (5)
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ist folgender areol�aren Integralgleichung

w = w0 +
A

zZ

0

(Aw +B); (z 2 T ) (6)

�aquivalent.

Beweis. Wenn wir auf der linken und rechten Seite der Gleichung (3) den

Operator A

Z
anwenden, so erhalten wir

w =A

Z
(Aw +B) + g(z) = �(z; z) + g(z) (7)

wobei g(z) eine beliebige analytische Funktion ist und

D� = DA

Z
(Aw +B) = Aw +B:

Weiterhin k�onnen wir auf der Relation (7) den Operator �0 anwenden und
so erhalten wir

�0w = w0(z) = �0�(z; z) + g(z): (8)

Durch weitere Substraktion der Gleichungen (7) und (8) erh�alt man

w � w0 = �(z; z)� �0�(z; z) =
A

zZ

0

(Aw +B)

d.h. die Integralgleichung (6).

Anderseits, wenn man auf die Gleichung (6) den Operator D anwendet, so
ergibt sich sofort die Gleichung (3).

Nehmen wir jetzt an, dass die KoeÆzienten A(z) und B(z) der Gleichung (3)
in einem endlichen, einfach zusammenh�angenden Gebiet T analytisch sind. Dann
existieren solche positive, reelle Zahlen �, 
, Æ, r, dass

jw0(z)j � �; jA(z)j � 
; jB(z)j � Æ; jzj � r; (z 2 T ):

Formieren wir zuerst folgendc Funktionalfolgen:

'0(z) = 1; 2'1(z) =

zZ

0

w0(z)dz; 2'2(z) =

zZ

0

A(z)'0(z)dz; . . . ;

2'n(z) =

zZ

0

A(z)'n�2(z)dz

�0(z) = z; 2�1(z) =

zZ
0

B(z)dz; 2�2(z) =

zZ
0

zA(z)dz; . . . ;

2�n(z) =

zZ

0

A(z)�n�2(z)dz
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Weiterhin formieren wir folgende verallgemeinerte areol�are Reihen:
1X
k=1

'k�1'k (9)

1X
k=1

�k�1�k (10)

und untersuchen wir ihre Konvergenz.

F�ur die KoeÆzienten der Reihen (9) und (10) gelten folgende Ungleichungen:

j'1(z)j =
1

2

������
zZ

0

w0(z)dz

������ �
1

2
�jzj �

�r

2

j'2(z)j =
1

2

������
zZ

0

A(z)'0(z)dz

������ �

r

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

j'2n�1(z)j � 
n�1� �
�r
2

�n
; j'2n(z)j � 
n

�r
2

�n

j�1(z)j =
1

2

������
zZ

0

B(z)dz

������ �
1

2
Ær; j�2(z)j =

1

2

������
zZ

0

zA(z)dz

������ �
1

2


r2

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

j�2n�1(z)j � Æ
n�1(r=2)n�1; j�2n(z)j � 
n(r=2)n:

Durch Ausn�utzug dieser Ungleichungen erhalten wir:�����
1X
k=1

'k�1'k

����� � �
r

2
+ �


�r
2

�2
+ �
2

�r
2

�3
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�




1X
n=1

�r
2


�n

=
�r

2� r

(11)�����

1X
k=1

�k�1�k

����� � Æ
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2
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�r
2

�4
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2

�r
2

�4
+ � � � = Æ

r2

2
+

Æ
r3

8� 
3r3
: (12)

Nun ist nach (11) und (12) klar, dass die beiden areol�aren Reihen (9) und
(10) gleichm�assig konvergieren und dass sie zwei stetige komplexe Funktionen

'(z; z) =

1X
k=1

'k�1'k; �(z; z) =

1X
k=1

�k�1�k

de�nieren.

Auf Grund der Formel (6) konnstruiren wir folgende sukzessive Funktional-
folge

wn = w0 +
A

zZ

0

(Awn�1 +B) (n = 1; 2; . . . ): (13)
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Aus der Formel (13) erhalten wir leicht folgende sukzessive Werte

w1 = w0 +
A

zZ

0

(Aw0 +B) = w0 +A'1 +Bz=2

w2 = (w + 0 +A'1 +A'1'2) + (Bz=2 +A�0�1=2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

wn = w0 +A

nX
k=1

'k�1'k +Bz=2 +
A

2

nX
k=2

�k�2�k�1: (14)

Da die verallgemeinerten areol�aren Reihen (9) und (10) gleichm�assig kon-
vergieren, so muss auch die Funktionalfolge (14) gleichm�assig konvergieren, d.h.

lim
n!1

wn(z; z) = w(z; z) = w0 +A

1X
k=1

'k�1'k +Bz=2 +
A

2

1X
k=2

�k�2�k�1: (15)

Die Funktion w(z; z) stellt die L�osung der Gleichung (3) dar. N�amlich, wenn
wir den Wert (15) und den Wert der areol�aren Ableitung

Dw = 2A

1X
k=1

'k�1'
0

k +B +A

1X
k=2

�k�2�
0

k�1

in die Gleichung (3) einsetzen, so sehen wir leicht, dass die KoeÆzienten der veral-
lagemeinerten areol�aren Reihe auf der linken Seite, den entsprechenden KoeÆzien-
ten auf der rechten Seite gleich sind, d.h. die Funktion w(z; z) gen�ugt der Gleichung
(3). Ausserdem, k�onnen wir uns leicht �uberzeugen, dass die Funktion (15) auch der
Bedingung (5) gen�ugt.

Bemerkung: Im Falle wenn wir die Gleichung (3) ohne der Bedingung (5)
beobachten, so stellt die Funktion (15) die allgemeine L�osung der Gleichung (3)
dar. Die Formel (15) stellt jeder beliebigen in T analytischen Funktion w0(z) eine
in T regul�are, stetige L�osung der Gleichung (3) gegen�uber, wobei jeder derartigen
L�osung eine einzige, stetige, analytische Funktion w0(z) entspricht.
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