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SUR LES LIMITES DES Z�EROS DU POLYNÔME
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D. M. Simeunovi�c

(Communiqu�e le 9. XI 1979)

G. P�olya et G. Szeg�o ont consid�er�e, dans [1] (tome, I, p. 109), le polynôme
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z

1!
+

z2

2!
+ . . . +

zn

n!

de degr�e impair n , et d�emontr'e, que n ! 1, on a pour son unique racine r�eelle
�xn

(2) xn = ns+
1

2

s

1 + s
ln n+

s

1 + s
ln

�p
2�

1 + s

s

�
+ o(1);

o�u s est la racine positive de l'�equation

se1+s = 1:

Dans cet article on consid�ere le polynôme (1) de degr�e n impair ou pair et
on va d�emontrer le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme. Tout z�ero zk(k = 1; 1; . . . ; n) du polynôme (1) satisfait �a

l'in�egalit�es

(3) (n+ 1)s[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1) < jzkj � n;

o�u s est la racine positive de l'�equation

(4) se1+s = 1 (0; 278 < s < 0; 279)

et o�u on a

�n = e
1p
n+1 :
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Corollaire 1. Pour tout z�ero zk(k = 1; 2; . . . ; n) du polynôme (1) on a les

in�egalit�es

(5) (n+ 1)s+
1

2

s

1 + s�n
ln(n+ 1) +

s

1 + s�n
ln[
p
2�(1� s�n)] < jzkj � n:

Corollaire 2. Pour tout z�ero zk(k = 1; 2; . . . ; n) du polynôme (1) on a les

in�egalit�es

(6) ns+
s

1 + s
ln n+

s

1 + s
ln

�p
2�

1 + s

s

�
� 0; 25

4
p
n+ 1

� 0; 25 < jzkj � n

et les in�egalit�es

(7) ns+
1

2

s

1 + s
ln n < jzkj � n:

D�emonstration du th�eor �me. Soit zk = xk+iyk un z�ero arbitraire du polynôme
(1). D'apr�es [1] (tome I, p. 116, probl�eme 23), il r�esulte que

(8) jzkj � n:

(Voir aussi [2]).

Pour chaque z�ero du polynôme (1) on a ensuite

jezk j = exk =
??? zn+1k
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+
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�
1 +
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+
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�
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�
1 +
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+
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(n+ 2)2
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�
=
jzkjn+1
(n+ 1)!

� 1

1� jzkj
n+2

;

c'est-�a-dire

(9) exk � jzkjn+1
(n+ 1)!

� 1

1� jzkj
n+2

:

D�emontrons que

(10) jzkj > (n+ 1)s[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1)

Supposons qu'on a

jzkj � (n+ 1)s[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1) =(11)

=
n+ 1

e1+s
[2�(1� s�n)

2(n+ 1)]
1

2(1+s�n)(n+1)

On obtient de (9)

(12) exk � (n+ 1)n+1[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)

(n+ 1)!en+1 � e(n+1)s
�
1� (n+1)s

n+2 [2�(1� s�n)2(n+ 1)]
1

2(1+s�n)(n+1)

�
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D'apr�es la formule de Stirling

(n+ 1)! >
(n+ 1)n+1

p
2�(n+ 1)

en+1

on aura, de (12)

exk <

(13)

<
1

[2�(1� s�n)2(n+ 1)]
s�n

2(1+s�n) � e(n+1)s � 1�
(n+1)s
n+2 [2�(1�s�n)2(n+1)]

1
2(1+s�n)(n+1)

1�s�n
o�u on a pos�e

p
2�(n+ 1) =

[2�(1� s�n)
2(n+ 1)

1
2(1+s�n) � [2�(1� s�n)

2(n+ 1)]
s�n

2(1+s�n)

1� s�n
:

On va d�emonter maintenant que

(14) [2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(2+s�n)(n+1) < e

1p
n+1 = �n:

De l'in�egalit�e
ln t

t� 1
� 1p

t
(t > 0 et t 6= 1)

obtenue par J. Karamata dans [3] (voir aussi [4]), on al'in�egalit�e

(15) t � e
t�1p
t (t > 1):

Si on pose, dans l'in�egalit�e (15) t = 2�(1� s�n)
2(n+ 1), on obtient

2�(1� s�n)
2(n+ 1) � e

2�(1�s�n)2(n+1)�1p
2�(1�s�n)2(n+1) < e

2�(1�s�n)2(n+1)p
2�(1�s�n)2(n+1) =

= e

p
2�(1�s�n)(n+1)p

n+1 ;

d'o�u

(16) x = [2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1) < e

p
2�(1�s�n)

2(1+s�n)
p
n+1 < e

1p
n+1 = �n;

puisque

p
2�(1� s�n)

2(1 + s�n)
=

p
2�
�
1� se

1p
n+1

�

2
�
1 + e

1p
n+1

� < 1; ce qui signi�e que l'in�egalit�e

(14) est valable.

A la suite de (16) on a

1� (n+1)s
n+2 � x

1� s�n
>

1� (n+1)s
n+2 � �n

1� s�n
>

1� s�n

1� s�n
= 1; e'est-�a-dire

1� (n+1)s
n+2 [2�(1� s�n)

2(n+ 1)]
1

2(1+s�n)(n+1)

1� s�n
> 1:(17)
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Nous d�emontrerons aussi que

(18) [2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

s�n

2(1+s�n) e(n+1)s � e(n+1)s[2�(1�s�n)
2(n+1)]

1
2(1+(n+1)

:

Pour obtenir l'in�egalit�e (18), nous d�emontrerons d'abord l'in�egalit�e

(19) x�ne � ex (1 � x � �n):

Consid�erons la fonction

f(x) = x�ne1�x � 1

qui donne f 0(x) = x�n�1e1�x(�n � x). Comme f 0(x) � 0 pour 1 � x � �n et
comme f(1) = 0, nous avons f(x) � 0 pour 1 � x � �n, ce qui signi�e que
l'in�egalit�e (19) est valable.

En utilisant (19) on obtient

(20) x�n(n+1)se(n+1)s � e(n+1)sx (1 � x � �n):

En posant, dans (20) x = [2�(1�s�n)
2(n+1)]

1
2(1+s�n)(n+1) , pour 1 � x � �n,

on obtient l'in�egalit�e (18).

En prenant en consid�eration les in�egalit�es (17) et (18), l'in�egalit�e (13) se
reduit �a

(21) exk <
1

e(n+1)s[2�(1�s�n)2(n+1)]
1

2(1+s�n)(n+1)

:

Il r�esulte de l'inegalit�e (21)

xk < �(n+ 1)s[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1) ;

c'est-�a-dire

(22) jxkj > (n+ 1)s[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1) :

En supposant que (11) est valable, nous avons obtenu (22), c'est-�a-dire jxkj >
jzkj, ce qui est impossible. Cette contradiction d�emontre (10).

On obtient, de (8) et de (10), l'in�egalit�e (3), d'o�u il resulte que le th�eor�eme
est d�emontr�e.

D�emontrons encore les corollaires 1 et 2.

Si on pose, dans l'in'egalit�e ey � y(y � 0)

y = ln[2�(1� s�n)
2(n+ 1)

1
2(1+s�n)(n+1) ;

on obtiendra

[2�(1� s�n)
2(n+ 1)]

1
2(1+s�n)(n+1) � 1+(23)

+
1

2(1 + s�n)(n+ 1)
ln[2�(1� s�n)

2(n+ 1)]:
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A la suite de l'in�egalit�e (23), l'in�egalit�e (10) se r�eduit �a

(24) jzkj > (n+ 1)s+
1

2

s

1 + s�n
ln(n+ 1) +

s

1 + s�n
ln[
p
2�(1� s�n)];

ce qui, avec (8), donne (5).

Pour d�emontrer (6) nous ferons usage des in�egalit�es suivates:

et � 1 + 2t (0 � t � 1);(25)

ln p

p
� 1p

p
(p � 1);(26)

1p
n+ 1

<
1

4
p
n+ 1

(n = 1; 2; 3; . . . ):(27)

Pour t = 1p
n+1

, on obtiendra, de (25)

(28) �n = e
1p
n+1 � 1 +

2p
n+ 1

;

d'o�u

1 + s�n � 1 + s+
2sp
n+ 1

;

c'est-�a-dire

1

1 + s�n
� 1

1 + s+ 2sp
n+1

=
1

1 + s
� 1

1 + s
1+s � 2p

n+1

� 1

1 + s

�
1� s

1 + s
� 2p

n+ 1

�
;

de sorte que

(29)
1

2

s

1 + s�n
� 1

2

s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 1p

n+ 1
:

On a, de (28) �s�n � �s� 2sp
n+1

, d'o�u

1� s�n � 1� s� 2sp
n+ 1

= (1 + s)� 2s� 2sp
n+ 1

;

c'est-�a-dire

(30) 1� s�n � (1 + s)

�
1� 2s

1 + s

�
1 +

1p
n+ 1

��
:

On obtient de (29)

(31)
s

1 + s�n
� s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 2p

n+ 1
:
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En usant des in�egalit�es (29), (30) et (31), on obtient de (24)

jzkj > (n+ 1)s+

�
1

2

s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 1p

n+ 1

�
ln (n+ 1)+

(32)

+
� s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 2p

n+ 1

�
ln

�p
2�(1 + s)

�
1� 2s

1 + s

�
1 +

1p
n+ 1

���
�

= (n+ 1)s+
1

2

s

1 + s
ln(n+ 1) +

s

1 + s
ln[
p
2�(1 + s)]�

� 2
� s

1 + s

�2� lnpn+ 1p
n+ 1

+
ln
p
2�(1 + s)p
n+ 1

�
+

+

�
s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 2p

n+ 1

�
ln

�
1� 2s

1 + s

�
1 +

1p
n+ 1

��
:

On obtient, de l'in�egalit�e (26), pour p =
p
n+ 1

(33)
ln
p
n+ 1p

n+ 1
� 1

4
p
n+ 1

:

En consid�erent les in�egalit�es (27) et (33), on obtient ensuite de (32)

jzkj > (n+ 1)s+
1

2

s

1 + s
ln(n+ 1) +

s

1 + s
ln[
p
2�(1 + s)]�

� 2
� s

1 + s

�2
f1 + ln[

p
2�(1 + s)]g � 1

4
p
n+ 1

+

+

�
s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 2p

n+ 1

�
ln

�
1� 2s

1 + s

�
1 +

1p
n+ 1

��
;

c'est-�a-dire

(34) jzkj > (n+ 1)s+
1

2

s

1 + s
ln(n+ 1) +

s

1 + s
ln[
p
2�(1 + s)]� 0; 25

4
p
n+ 1

� 0; 25

puisque

�2
� s

1 + s

�2
f1 + ln[

p
2�(1 + s)]g > �0; 25;

�
s

1 + s
�
� s

1 + s

�2
� 2p

n+ 1

�
ln

�
1� 2s

1 + s

�
1 +

1p
n+ 1

��
> �0; 25

On obtient de (34)

(35) jzkj > ns+
1

2

s

1 + s
ln n+

s

1 + s
ln
�p

2�
1 + s

s

�
� 0; 25

4
p
n+ 1

� 0; 25;

o�u on a pos�e s = s
1+s ln e

1+s = s
1+s ln

1
s
, �a la suite de ln(n+1) > ln n. Les in�egalit�es

(35) et (8) donnent (6).
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�A la suite de

s

1 + s
ln
�p

2�
1 + s

s

�
>

0; 25
4
p
n+ 1

+ 0; 25

on obtient de (35)

jzkj > ns+
1

2

s

1 + s
ln n;

ce qui, avec (8), donne (7).

Nous avons d�emontr�e, de cette mani�ere, le corollaire 2.

Comme on a
0; 25

4
p
n+ 1

< 0; 25;

on obtient de (35)

jzkj > ns
1

2

s

1 + s
ln n+

s

1 + s
ln
�p

2�
1 + s

s

�
� 0; 5:
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