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x I. VVedenie

I. Cel~ nasto�we� stat~i pokazat~, qto glavnye rezul~taty iz rabot
V. A. Il~ina [2,3], v kotoryh ustanovleny neobhodimye i dostatoqnye
uslovi� bazisnosti i ravnomernia� ravnoshodimost~ s trigonometri-
qeskim r�dom Fur~e dl� spektral~nyh razlo�eni�, otveqa�wih oby-
knovennomu nesamosopr��ennomu differencial~nomu operatoru

(1) L(u) = u(n) + p1(x)
(n�1) + . . . + pn�1(x)u0 + pn(x)u

s ko�fficientimi pk(x) iz klassa C(n�k+1)(G), rassmatrivaemomu na
proizvol~nom intervale G de�stvitel~no� pr�mo�, mo�no perenesti
polnost~� na sluqa� nesamosopr��ennogo operatora Xredingera

(2) L(u) = �u00 + q(x)u

s potencialnom q(x) iz klassa Lloc
p (G); 1 < p < 1, i qast~� na sluqa�

nesamosopr��ennogo operatora Xturma-Liuvill�

(3) L(u) = �(p(x)u0)0 + q(x)u

s razryvnym ko�fficientom p(x).

2. Sledu� V. A. Il~inu, opredelim sobstvennym i prisoedinennye
funkcii operatora (2) sledu�wim obrazom.

Opredelenie 1. Kompleksnoznaqna� funkci�
0
u(x) iz klassa L2(G);

0
u(x) 6= 0, nazyvaets� sobstvenno� funkcie� operatora (2), otveqa�we�
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kompleksnomu sobstvennomu znaqeni� �, esli ona absol�ytno nepreryv-
na vmeste so svoe� pervo� proizvodno� na l�bom otrezke intervale G i
udovletvor�et poqti vs�du v G uravneni�

�0
u00(x) + q(x)

0
u(x) = � � 0u(x)):

Kompleksnoznaqna� funkci�
0
u(x) iz klassa L2(G) nazyvaets� prisoedi-

nennoi� funkcie� por�dka i (i = 1; 2; . . . ) operatora (2), otveqanowe� sob-

stvenomu znaqeni� � i sobstvenno� funkcii
0
u(x), esli absol�tno nepre-

ryvna vmeste so svoe� pervo� proizvodno� na l�bom otrezke intervala G

i udovletvor�et poqti vs�du v G uravneni�

� i
u00(x) + q(x)

i
u(x) = � � iu(x) + i�1

u (x):

Budem predpolagat~, qto l�bomu sobstvennomu znaqeni� operato-
ra (2) otveqaet sobstvenna� funkci� i prisoedinnenna� funkci� pervo-

go por�dka. Pust~ f iun(x)g
1

n = 1
i=0;1

|proizvol~na� polna� v L2(G) i mini-

mal~na� sistema sobstvennyh i prisoedinennyh funkci� operatora (2),
i f�ng1n=1{ sootvetstvu�wa� sistema sobstvennyh znaqeni�, ne ime�wih
koneqnyh toqek sguweni� i zanumerovannyh v por�dke neubyvani� veli-
qiny �n = jp�nj.*
Oboznaqim qerez f i�n(x)g

1
n = 1
i=0;1

biortogonal~no sopr��ennu� kf ium(x)g v

L2(G) sistemu funkci�, t.e. taku� sistemu, qto
i
�n(x) 2 L2(G) i

(
i
un;

j
�m) =

Z
G

i
un(x)

j
�m(x) dx =

�
1; pri n = m i i = j;

0; v drugih sluqa�h:

Pust~ f(x)| proizvol~na� funkci� iz klassa L2(G) i �|proiz-
vol~noe polo�itel~noe qislo. Sostavim qastiqnu� summu por�dka �

razlo�eni� funkcii f(x) v biortogonal~ny� r�d

��(x; f) =
X

1�n��
i=1;0

(f;
i
�n)

i
un(x):

Dl� to� �e funkcii sostavim modificirovannu� qastiqnu� summu
trigonometriqeskogo r�da Fur~e

S�(x; f) =
1

�
�

Z
jx�yj�R

sin �(x � y)

x� y
f(y) dy;

gde x probegaet kako�-libo kompakt K intervala G, a R|dostatoqno
maloe polo�itel~noe qislo. Izvestno, qto na �tom kompakte suma
S�(x; f) otliqaets� ot qastiqno� summy trigonometriqeskogo r�da Fur~e

por�dka
h
2�
jGj � �

i
* na veliqinu, ravnomerno na kompakte K strem�wu�s�

*Esli � = r � ei'; r � 0;to
p
� =

p
r � e

i'
2 ; gde � �

2
< ' � 3�

2
.

*[�] oboznaqaet celu� qasttv qisla �.
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k nul�.

Sledu� B. A. Il~inu [2], vvedem sledu�wee opredelenie.

Opredelenie 2. Sistema funkci� f iun(x)g
1

n = 1
i=0;1

obladaet svo�stvom

bazisnosti, esli dl� l�bo� funkcii f(x) iz klassa L2(G) i dl� l�bogo kom-
pakta K intervala G spravedlivo ravenstvo

lim
�!+1

k��(x; f)� f(x)kL2(K) = 0:

Imeet mesto sledu�wee utver�denie.

Teorema 1. Pust~ f iun(x)g
1

n = 1
i=0;1

|proizvol~na�, polna� i minimal~na�

sistema sobstvennyh i prisoedinennyh funkci� operatora (2), potencial

q(x) kotorogo prinadle�it klassu Lloc
p (G); 1 < p < 1; f ivn(x)g

1
n = 1
i=0;1

|

biortogonal~no sopr��enna� kf iun(x)g v L2(G) sistema funkci�. Pust~
sobstvennye qisla �n; n 2 N , udovletvor��t uslovi�m

(4) 1) jImp�nj � A; n 2 N ;

(5) 2)
P

kRep�nj��j�1
1 � B, dl� l�bogo qisla � � 0,

Pri �tom posto�nna� A ne zavisit ot �n, a posto�nna� B ne zavisit ot
�; i �n.

Togda sledu�wie predlo�eni� ravnosil~ny:

a) Dl� l�bogo kompakta K intervala G suwestvuet posto�na�
S(K), ne zavis�wa� ot n 2 N i taka�, qto sravedlivy neravenstva

(6) k iunkL2(K) � k ivnkL2(G) � C(K); n 2 N; i = 0; 1:

b) Sistema funkci� f iun(x)g
1

n = 1
i=0;1

obladaet svo�stvom bazisnosti.

v) Dl� l�bo� funkcii f(x) iz klassa L2(G) imeet mesto ravenstvo

lim
�!+1

(��(x; f)� S�[�](x; f)) = 0;

ravnomerno otnositel~no x na l�bom kompakte K intervala G.

3. Teorema 1 dokazyvaets� metodom, razrabotannym V. A. Il~inym
v stat~�h [2, 3]. V silu togo, qto potencial q(x) operatora (2) pri-
nadle�it lix~ klassu Lloc

p (G) "antiapriopnye\ ocenki (sm. lemmu 2) v
naxem sluqae nel~z� dokazyvat~ pri pomowi fundamental~nogo rexeni�,
kak �to sdelano v rabite [3]. I. S. Lomov [6] �ti ocenki dokazal pri
pomowi asimptotiqeskogo metoda. I. �o [4] ispol~zoval formuly sred-
nego znaqeni�. Naxe dokazatelstvo �tih ocenok to�e osnovano lix~ na
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formulah srednego znaqenija dl� sobstvennyh i prisoedinennih funkci�
operatora (2).

Napomnim, qto I. �o v rabote [4] zameqaet, qto mo�no dokazat~
ravnosil~nosttv predlo�eni� a) i b), esli predlo�it~ qto, q(x) prina-
dle�it lix~ klassu Lloc

1 (G).

Rezul~taty, kasa�wies� operatora Xturma{Liuvill� (3), budut
sformulirovany v x4 nasto�we� stat~i.

x 2. Ocenka spektral~no� funkcii operatora Xredingera

1. Ocenki sobstvennyh i prisoedinennyh funkci� operatora (2) i
"antiapriornye\ ocenki, sformulirovannye v sledu�wih dvuh lemmah,
igra�t va�nu� rol~ v dokazatel~stve teoremy 1, a ime�t i samosto�te-
l~ny� interes.

Lemma 1. Pust~ sobstvennye qisla �n; n 2 N , operatora (2) udov-
letvor��t uslovi�m (4){(5) i q(x) 2 Lloc

1 (G). Dl� l�bogo kompakta K

intervala G suwestvuet posto�nna� C(K; q) taka�, qto ime�t mesto
ocenki

(7) max
x2K

j iun(x)j � C(K; q) � k iunkL2(KR); n 2 N; i = 0; 1; 2; . . . ;

gde 0 < R < %(K; @(G). Pri �tom C(K; q) ne zavisit ot n 2 N i i.

Lemma 2. Pust~ sobstvennye qisla �n; n 2 N , operatora 2) udovle-
tvor��t uslovi�m (4){(5) i q(x) 2 Lloc

1 (G). Dl� l�bogo kompakta K in-
tervala G suwestvuet posto�nna� A(K; q) taka�, qto spravedlivy ocenki

(8) max
x2K

ji�1un (x)j � A(K; q) � j
p
�nj � k iunkL2(KR); pri �n 6= 0;

i

(9) max
x2K

jj�1un (x) � A(K; q) � k iunkL2(KR); pri �n = 0;

gde 0 < R < %(K; @G), Pri �tom A(K; q) ne zavisit ot �n.

Zdes~ qerez %(K; @G) oboznaqeno rassto�nie kompakta K ot granicy
intervala G, a qerez KR mno�enstvo fx 2 G : %(x; ~K) � Rg, gde ~K|
preseqenie vseh otrezkov intervala G, soder�awih K.

Kak u�e zameqeno, ocenki (7){(9) po�vilis~ v rabotah [4] i [6].
Dokazatel~stva ves~ma obxirnye i my zdes~ ne budem ih provodit~ (sm.,
naprimer, [5]).

2. Privedem teper~ formuly srednego znaqeni� dl� sobstvennyh i
prisoedinennyh funkci� operatora (2). Dl� l�bo� toqki x intervala
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G i l�bogo qisla h > 0 takogo, qto x� h i x+ h prinadle�at intervalu
G, ime�t mesto sledu�wie sootnoxeni�:

(10) 1)

0
un(x+ h) +

0
un(x� h)

2
=

0
un(x) cos

p
�nh�

� 1

2
p
�n

�
x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx � �j � h) d�;

2)

1
un(x+ h) +

1
un(x� h)

2
=

1
un(x) cos

p
�nh� 0

un(x) � h

2
p
�n

� sin
p
�nh�

� 1

2
p
�n

�
x+hZ
x�h

q(�)
1
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d��(11)

� 1

4 � �n �
x+hZ
x�h

(jx� �j � h)q(�)
0
un(�) cos

p
�n(jx� �j � h) d�+

+
1

4 � �3=2n

�
x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx � �j � h) d�:

Sootvetsvu�wie formuly ime�t mesto dl� teh n 2 N , dl� kotoryh
�n = 0. Ne umen~xa� obwnosti, vs�du v dal~ne�xem budem predpolagat~,
qto �n 6= 0; n 2 N .

Formula (10) prinadle�it �. Q. Titqmarxu [8], a formula (11) E.
I. Moiseevu [7].

3. Va�nu� rol~ v dokazatel~stve implikacii a)) v) igraet sle-
du�wa� ocenka spektral~no� funkcii

(12) �(x; y; �) =
X

1�n��
i=1;0

i
un(x) � ivn(y); � > 0;

otveqa�we� prooizvol~no� polno� v L2(G) i minimal~no� sisteme

f iun(x)g
1

n = 1
i=0;1

sobstvennyh i prisoedinennyh funkci� operatora (2).

Lemma 3. Pust~ sobstvennye qisla �n; n 2 N , operatora (2) udov-
letvor��t uslovi�m (4){(5) i spravedlivo utver�denie a). Esli q(x) 2
Lloc
p (G); 1 < p <1, to imeet mesto ocenka

(13)

Z
G

???�(x; y; �)� 1

�
� sin �[�](x� y)

x� y

???2 dy = O(1); �! +1;



94 Nebo�xa La�etiq

ravnomernaja otnositel~no x na l�bom kompakte K integrala G.

Dokazatel~stvo. Pust~ K|proizvol~ny� kompakt, le�awi� stro-
go vnutri intervala G i R0|qislo takoe, qto 0 < 2R0 < %(K; @G).
Pust~ �|fiksirovannoe polo�itel~noe qislo. V dal~ne�xem budem
pol~zovat~s� funkcie�

(14) !R(x; y; �) =

8<
:

1

�

sin �jx� yj
jx� yj ; pri jx� yj � R

0 ; pri jx� yj > R;

gde x 2 K; y 2 G; R 2 [R0; 2R0].

Esli f(R) integriruema� na segmente [R0; 2R0] funkci�, to veliqinu

SR0(f) =
1

R0

2R0Z
R0

f(R) dR

nazyva�t usredneniem funkcii f(R).

Pervy� xag v dokazatel~stve ocenki (13) zakl�qaets� v dokazatel~-
stve ocenki

(15)

Z
G

??? X
�n��
i=0;1

i
un(x)

i
vn(y)� SR0(!R(x; y; �))

???2 dy = O(1); �! +1;

ravnomerno� otnositel~no x na kompakte K. Zdes~ vvedeno oboznaqenie

�n =
???Rep�n

???; n 2 N:

Fiksiru� toqku x 2 K, naqnem c funkcii

0
!Rn (x; �) =

Z
G

!R(x; y; �)
0
un(y) dy =

1

�
�
RZ
0

sin �h

h
(
0
un(x+ h) +

0
un(x� h))dh:

Isol~zu� formulu srednego znaqeni� (10), ots�da poluqim soot-
noxenie

(16)

0
!Rn (x; �) =

0
un(x) � 2

�
�
RZ
0

sin �h cos
p
�nh

h
dh�

� 1

�
p
�n

�
RZ
0

sin�h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx � �j � h) d�

�
dh:
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Analogiqno, pri pomowi formuly srednego znaqeni� (11), poluqim
sootnoxeni�
(17)

1
!Rn (x; �) =

Z
G

!R(x; y; �)
1
un(y)dy =

1
un(x)

2

�
�
RZ
0

sin �h cos
p
�n

h
dh� 0

un(x)
1

�
�
RZ
0

sin �h sin
p
�nhp

�n
dh�

� 1

�
p
�n

�
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�
1
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h)Æ �

�
dh�

� 1

2� � �n �
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

(jxi� �j � h)q(�)
0
un(�) cos

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh+

+
1

2� � �3=2 �
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh:

Umno�im ravenstva (16) i (17) na
0
vn(y) i

1
vn(y) sootvetstvenno.

Poluqa�ts� ravenstva

(18)

0
!Rn (x; �)

0
vn(y) =

0
un(x)

0
vn(y) � 2

�
�
RZ
0

sin �h cos
p
�nh

h
dh�

� 1

�
p
�n

� 0vn(y) �
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx � �j � h) d�

�
dh;

i

1
!Rn (x; �)

1
vn(y) =

1
un(x)

1
vn(y) � 2

�
�
RZ
0

sin �h cos
p
�nh

h
dh�

� 1
un(x)

1
vn(y) � 1

�
p
�n

�
RZ
0

sin �h sin
p
�nh dh�

(19)

� 1

�
p
�n

� 1vn(y) �
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
1
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh�

� 1

2��n
� 1vn(y)�

RZ
0

sin �h

h

�x+hZ
x�h

(jx��j�h)q(�)0un(�) cos
p
�n(jx��j�h) d�

�
dh+
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(19) � 1

2��
3=2
n

� 1vn(y) �
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx � �j � h) d�

�
dh:

Vveden oboznaqeni�

(20) I
�p
�n

(R) =
2

�

RZ
0

sin �h cos
p
�nh

h
dh;

i

(21)
p
�n = �n + i � �n;

t.e. �n = Re
p
�n; �n = Im

p
�n.

Togda usrednenie veliqiny I
�p
�n

(R) mo�no predstavit~ (sm. [3]) v
vide

(22) SR0(I
�p
�n

(R)) = Æ
�p
�n

+ SR0(J
�p
�n

(R)):

Pri �tom

(23) Æ�p
�n

=
2

�
�
+1Z
0

sin �h cos�nh

h
dh =

8>><
>>:

1 pri �n < �;

1

2
pri �n = �;

0 pri �n > �;

i J
�p
�n

(R)|veliqina taka�, qto ime�t mesto ocenki

(24) jSR0(J
�p
�n

(R))j �

8><
>:

C1(R0; A); pri l�byh
p
�n i �;

C2(R0; A)

j�� �nj2 ; pri j�� �nj > 1:

Zdes~ posto�nnye C1(R0; A) i C0(R1; A) ne zavis�t ot
p
�n i �.

Vvedem i oboznaqenie
i
!R0
n (x; �) =

Z
G

SR0(!R(x; y; �)))
i
un(y) dy; n 2 N; i = 0; 1:

Tak kak spravedlivo ravenstvo

SR0(
i
!Rn (x; �)) =

i
!R0
n (x; �); n 2 N; i = 0; 1;

to posle primeneni� operacii usredneni� k ravenstvam (18) i (19),
poluqim sledu�wie sootnoxeni�, ime� v vidu (22):
(25)

0
!R0
n (x; �)

0
vn(y) =

0
un(x)

0
vn(y)Æ

�p
�n

+
0
un(x)

0
vn(y)SR0(J

�p
�n

(R))�

� 1

�
p
�n

� 0vn(y)SR0

� RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh

�
;

1
!R0
n (x; �)

1
vn(y) =

1
un(x)

1
vn(y)Æ

�p
�n

+
1
un(x)

1
vn(y)SR0(J

�p
�n

(R))�
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� 1

�
p
�n

� 0un(x)1vn(y)SR0

� RZ
0

sin �h sin
p
�nh dh

�
�

(26)

� 1

�
p
�n

� 1vn(y)SR0

� RZ
0

sin�h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
1
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h)d�

�
dh

�
�

� 1

2��n

1
vn(y)SR0

�RZ
0

sin�h

h

�x+hZ
x�h

(jx � �j � h)q(�)
0
un(�) cos

p
�n(jx��j�h)d�

�
dh

�
+

+
1

2��
3=2
n

1
vn(y)SR0

� RZ
0

sin�h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�) sin

p
�n(jx � �j � h)d�

�
dh

�
:

V silu uslovi� (4), netrudno ubedit~s� v tom. qto iz �n > A

vytekaet �n = �n. Ne umen~xa� obwnosti, mo�no sqitat~ qto � > A+ 1.
Summiru� po vsem n 2 N i ime� v vidu (23), iz (25), i (26)

poluqim sledu�wee, poka formal~noe, sootnoxenie v metrike L2(G) (ot-
nositel~no argumenta y):

1X
n=1
i=1;0

i
!R0
n (x; y)

1
vn(y) =

1X
�n��
i=0;1

i
un(x)

1
vn(y)� 1

2

1X
�n=�
i=0;1

i
un(x)

1
vn(y)+

+

1X
n=1
i=0;1

i
un(x)

1
vn(y)SR0(J

�p
�n

(R))�(27)

� 1

�

1X
n=1

0
un(x)

1
vn(y)SR0

� RZ
0

sin�h sin
p
�nhp

�n
dh

�
�

� 1

�
�

1X
n=1
i=0;1

1p
�n

1
vn(y)SR0

� RZ
0

sin�h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
i
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh

�
�

� 1

2�
�
1X
n=1

1
vn(y)SR0

� RZ
0

sin�h

h

�x+hZ
x�h

(jx��j�h)q(�)0un(�)cos
p
�n(jx��j�h)
�n

d�

�
dh

�
+

+
1

2�
�
1X
n=1

1
vn(y)SR0

� RZ
0

sin�h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�)

(sin
p
�n(jx� �j � h)

�
3=2
n

d�

�
dh

�
:

Doka�em teper~, qto vse r�dy v pravo� qasti sootnoxeni� (27)
shod�ts� b metrike L2(G), a L2|normy ih summ, krome pervo�, ograniqe-
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ny sverhu posto�nnymi, ne zavis�wimi ot toqek x 2 K i qisel � > A+1.
�tim budet dokazano, qto v metrike L2(G) spravedlivo ravenstvo (27).

Poskol~ku qislo � fiksirovanno i immet mesto uslovie (5), to per-
vye dva r�da sosto�t iz koneqnogo qisla qlenov, prinadle�awih pros-
transtvu L2(G). V silu ocenok (5), (6) i (7), L2|normu vtoro� summy
mo�no ocenit~ sledu�wim obrazom:

wwwX
�n=�
i=0;1

i
un(x)

i
vn(y)

www
L2(G))

�
X
�n=�
i=0;1

max
x2K

j iun(x)j � k ivnkL2(G) �

� C(K; q) �
X
�n=�
i=0;1

www i
un

www
L2(KR1 )

�
www i
vn

www
L2(G)

� 2C(K; q)C(KR1)B;

gde 0 < R1 < %(K; @G).

Qto kasaets� ostal~nyh r�dov v pravo� qasti (27), my doka�em
bolee sil~nye rezul~taty: dl� l�bogo x 2 K shod�ts� r�dy, obwie
qleny kotoryh �vl��st� L2|normami obwih qlenov ishodnyh r�dov,
priqem summa ka�dogo iz �tih qislovyh r�dov est~ O(1) pro � ! +1
ravnomerno odnositel~no x na kompakte K.

R�d

(28)

1X
n=1
j=0;1

j iun(x)j jSR0(J
�p
�n

(R))j � k ivnkL2(G)

predstavim v vide*

1X
n=1
i=0;1

(�) =
X

0��n�[A]+1
i=0;1

(�)
X

[A0]+1<�n<��1
i=0;1

(�) +
X

j�n��j�1
i=0;1

(�) +
X

�n>�+1
i=0;1

(�);

i, ispol~zu� ocenki (5), (6), (7) i (24), ocenim ka�du� iz �tih qetyreh
summ otdel~no.

1)
X

0��n�[A]+1
i=0;1

(�) �
[A0]+1X
k=0

� X
k��n<k+1

i=0;1

(�)
�
� 2([A]) + 2)C1(R0; A)C(K; q)C(KR1)B;

2)
X

[A]+1<�n<��1
i=0;1

(�) �
X

[A]+1<�n��
2

i=0;1

(�) +
X

�
2<�n<��1

i=0;1

(�) �

*[A] oboznaqaet celu� qast~ qisla A.
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�
[�
2
]X

k=[A]+1

� X
k<�n�k+1

i=0;1

(�)
�

+

[�
2
]X

k=1

 X
��k�1<�n���k

i=0;1

(�)
�
�

� 2C2(R0; A)C(K; q)C(KR1) �
� [�2 ]X
k=[A]+1

� X
k<�n�k+1

1

�2n

�
+

+

[�2 ]X
k=1

� X
��k�1<�n���k

1

j�n � �j2
��

� 4C2(R0; A)C(K; q)C(KR1)B
� 1X
k=1

1

k2

�
;

3)
X

j�n��j�1
i=0;1

(�) � 2C1(R0; A)C(K; q)C(KR1)B;

4)
X

�n>�+1
i=0;1

(�) =
1X
k=1

� X
�+k<�n��+k+1

i=0;1

(�)
�
�

� 2C2(R0; A)C(K; q)C(KR1) �
1X
k=1

� X
�+k<�n��+k+1

1

j�n � �j2
�
�

� 2C2(R0; A)C(K; q)C(KR1)B �
� 1X
k=1

1

k2

�
:

Rassmotrim teper~ r�d

(29)

1X
n=1

1

jp�nj
j0un(x)j

???SR0

� RZ
0

sin�h sin
p
�nh dh

�??? � k1vnkL2(G):

V silu ocenki (4) i sootnoxeni� (21), ime�t mesto sledu�wie ocen-
ki:

1)
???SR0

� RZ
0

sin�h
sin

p
�nhp
�n

dh

�??? � C3(R0; A); dl� l�byh � i
p
�n;

2)
???SR0

� RZ
0

sin�h sin
p
�nh dh

�??? � C4(R0; A); dl� l�byh � i
p
�n;

(30) 3)
???SR0

� RZ
0

sin�h sin
p
�nh dh

�??? � C5(R0; A)

j�n � �j2 ; pri j�n � �j > 1:

Pri �tom posto�nnye Ci(R0; A); i = 3; 4; 5, zavis�t lix~ ot veliqin R0 i
A.
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V dokazatel~stve shodimosti r�da (29) pridets� ocenivat~ veliqi-

nu 1
kp�nj �

0
un(x) � k1vnkL2(G). Pri pomowi ovenok (6) i (8) �ta veliqina

ocenivaets� sledu�wim sposobom:

1

jp�nj
� j0un(x)j � k1vnkL2(G) �

1p
�nj

max
x2k

k0un(x)j � k1vnkL2(G) �

� A (K; q)k1unkL2(KR1 )
� k1vnkL2(G) � A (K; q)C (KR1):

Dobaviv ocenki (5) i (30), shodimost~ r�da (29) i ravnomeru� ot-
nositel~no x 2 K i � > A + 1 ograniqennost~ ego summy my dokazyvaem
priemom, ispol~zovannym v sluqae r�da (28).

Dl� togo qtoby dokazat~ shodimost~ r�da

1X
n=1
i=0;1

1

jp�nj
�
???SR0

� RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
i
un(�) sin

p
�n(jx� �j�(31)

� hjd�
�
dh

�
k ivnkL2(G);

nam budut nu�ny ocenki integrala

(32)

RZ
0

sin�h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
i
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh =

=

x+RZ
x

q(�)
i
un(�) �

� RZ
��x

sin �h

h
sin
p
�n(� � x� h) dh

�
d�+

+

xZ
x�R

q(�)
i
un(�)

� RZ
x��

sin �h

h
sin
p
�n(x� � � h) dh

�
d�;

i ego usredneni�.

Zametim snaqala, qto spravedliv~ ocenki

???
RZ

jx��j

sin �h

h
sin
p
�n(jx��j�h)dh

???�
8>><
>>:

D0
1(R0; A)

jx� �jÆ ; dl� l�byh � i
p
�n

D0
2(R0; A)

jx� �jÆ � j�n � �jÆ=2 ; pri j�n � �j > 1:

Pri �tom Æ|proizvol~noe qislo iz intervala (0; 1), a posto�nnye
D0
1(R0; A) i (D0

2(R0; A) zavis�t lix~, ot ukazannyh veliqin. Dokaza-
tel~stvo �tih ocenok elementarno. V sluqae de�stvitel~nyh qisel �n
ocenki, analogiqny ocenkam (33){(34), i ispol~zovany rabote [1].
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Rassmotrim teper~ pervy� integral v pravo� qasti (32); analo-
giqno rassmatrivaets� vtoro�. V silu ocenok (33)|(34), ime�t mesto
ocenki

???
x+RZ
x

q(�)
i
un(�)

� RZ
��x

sin �h

h
sin
p
�n(� � x� h) dh

�
d�
??? �

(35) �

8>>>>>>><
>>>>>>>:

D0
1(R0; A) � max

x2K2R0

j iun(x)j �
x+RZ
x

jq(�)j
(� � x)Æ

d�; dl� l�byh
p
�n i �;

D0
2(R0; A)

j�n � �jÆ=2 � max
x2K2R0

j iun(x)j �
x+RZ
x

jq(�)j
(� � x)Æ

d�; pri j�n � �j > 1:

Pust~ r-qislo takoe, qto 1
r + 1

p = 1. Opredelim qislo Æ 2 (0; 1) tak
qtoby bylo Æ � r < 1. Togda spravedliva ocenka

x+RZ
x

jq(x)j
(� � x)Æ

d� �
�
(2R0)

1�Æ�r

1� Æ � r
� 1
r

� kqkLp(K2R0
):

Ots�da, v silu (32) i (35), vyteka�t ocenki

???
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
i
un(�) sin

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh
??? �

(36) �

8>><
>>:
D1(R0; A; q) max

x2K2R0

j iun(x)j; dl� l�byh
p
�n i �;

D2(R0; A; q)

j�n � �jÆ=2 max
x2K2R0

j iun(x)j; pri j�n � �j > 1:

Spravedliva i ocenka

???
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
i
un(�)

sin
p
�n(jx � �j � h)p

�n
d�

�
dh
??? �

� D3(R0; A; q) � max
x2K2R0

j iun(x)j;

dl� teh n 2 N , dl� korotyh 0 � �n � [A] + 1. Pri �tom posto�nnye
Di(R0; A; q) zavis�t lix~ ot ukazannyh veliqin, tak qto i dl� usredneni�
integralov v levo� qasti ocenok (36){(38) spravedliby te �e samye ocen-
ki.
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Pere�dem k dokazatelstvu shodimosti r�da (31). Predstavim ego v
vide

1X
n=1
i=0;1

(�) =
X

0��n�[A]+1
i=0;1

(�) +
X

[A]+1<�n��
2

i=0;1

(�) +
X

�
2<�n<��1

i=0;1

(�) +
X

j�n��j�1
i=0;1

(�)+

+
X

�+1<�n� 3�
2

i=0;1

(�) +
X

�n>
3�
2

i=0;1

(�);

i ocenim odel~no ka�du� iz poluqennyh xesti summ.

1) V silu ocenok (5), (6), (7) i (38), imeet mesto ocenkaX
0��n�[A]+1

i=0;1

(�) � 2D3(R0; A; q)C (K2R0 ; q)C (KR1)([A] + 2)B:

Zdes~ i ni�e KR1|kompakt intervala G soder�awi� kompakt K2R0.

2) Ispol~zu� ocenki (5), (6), (7) i (37), poluqim neravenstva

X
[A]+1<�n��

2

i=0;1

(�) �2D2(R0; A; q)C(K2R0 ; q)C(KR1) �
X

[A]+1<�n��
2

1

jp�nj(�� �n)Æ=2
�

� 2D2(R0; A; q)C(K2R0 ; q)C (KR1) �
[�2 ]X

k=[A]+1

� X
k<�n�k+1

1

�
1+Æ=2
n

�
�

� 2D2(R0; A; q)C(K2R0 ; q)C(KR1)B �
� 1X
k=1

1

k1+Æ=2

�
:

3) Vpolne analogiqno dokazyva�ts� i ocenki

X
�
2<�n<��1

i=0;1

(�) � 2D2(R0; A; q)C (K2R0 ; q)C (KR1)B �
� 1X
k=1

1

k1=Æ=2

�
;

X
�+1<�n� 3�

2

i=0;1

(�) � 2D2(R0; A; q)C (K2R0 q)C (KR1)B �
� 1X
k=1

1

k1=Æ=2

�
:

4) Polu~zu�s~ ocenkami (5), (6), (7) i (36), poluqim ocenkuX
j�n��j�1
i=0;1

(�) � 2D1(R0; A; q)C (K2R0 ; q)C (KR1)B:
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5) Dl� togo qtoby ocenit~ posledn�� summu, ispol~zuem sle-
du�wi� fakt: �n > 3�

2 ) 1
�n�� < 3

�n
. Togda, v silu ocenok (5), (6), (7) i

(37), spravedlivy neravenstvaX
�> 3�

2

i=0;1

(�) � 2D2(R0; A; q)C (K2R0 ; q)C (KR1) �
X

�n>
3�
2

1

jp�nj(�n � �)Æ=2
�

� 6D2(R0; A; q)C (K2R0 ; q)C (KR1) �
X

k=[ 3�2 ]1

� 1X
k<�n�k+1

1

�
1+Æ=2
n

�
�

� 6D2(R0; A; q)C (K2R0 ; q)C (KR1)B �
� 1X
k=2

1

k1+Æ=2

�
:

Itak, r�d (31) shodits�, priqem ego summa est~ O(1) pri � ! +1
ravnomerno otnositel~no x na kompakte K.

Rassmotrim teper~ r�d
(39)

1X
n=1

???SR0

� RZ
0

sin �h

h

�x+hZ
x�h

(jx � �j � h)q(�)
0
un(�)

cos
p
�n(jx � �j � h)

�n
d�

�
dh

�???k1vnkL2(G):

Netrudno ubedit~s�v tom, qto dl� usredneni� integrala
RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

(jx � �j � h)q(�)
0
un(�) cos

p
�n(jx� �j � h) d�

�
dh

spravedlivy ocenki vida (36) i (37). Dl� usredneni� �toto integrala,
umno�ennogo na 1p

�n
, spravedliva ocenka vida (38), v silu togo, qto qis-

la
p
�n ne imen�t koneqnyh toqek sguweni�.
Veliqina

max
x2K2R0

j0un(x)j � k1vnkL2G

ocenivaets�, pri pomowi ocenok (6) i (8), sledu�wim obrazom:

max
x2K2R0

j0un(x)j � k1vnkL2G � A(K2R0 ; q)j
p
�njk1unkL2(KR1) � k

1
vnkL2(G) �

� j
p
�nj � A(K2R0 ; q)C (KR1):

Uqityva� �ti zameqani�, shodimost~ r�da (39) my dokazyvaem prie-
mom, ispol~zovannym v sluqae r�da (31).

To �e samoe mo�no skazat~ i o r�de

1X
n=1

???SR0

� RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�)

sin
p
�n(jx � �j � h)

�
3=2
n

d�

�
dh

�???k1unkL2(G):
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Takim obrazom, my dokazali, qto v metrike L2(G) imeet mesto
ravenstvo (27) i L2|normy summ vseh r�dov v pravo� qasti (27), krome
pervogo, ograniqeny sverhu ravnomerno otnositel~no toqek x 2 K i
qisel � > A+ 1.

Zametim, qto dl� l�byh fiksirovannyh x 2 K i � > A+ 1 funkci�
SR0(!R(x; y; �)) prinadle�it klassu L2(G). �to vytelaet iz �vnogo vida
funkcii SR0(!R(x; y; �)) :
(40)

SR0(!R(x; y; �)) =

8>>>>><
>>>>>:

1

�
� sin �jx� yj

jx� yj ; pri jx� yj � R0;

1

�
� sin �jx� yj

jx� yj � 2R0 � jx� yj
R0

; pri R0 � jx� yj � 2R0;

0; pri jx� yj � 2R0:

Ispol~zu� polnotu sistemy
n
i
un(x)

o1
n=1
i=0;1

, netrudno ubedit~s� v tom,

qto imeet mesto sledu�wee sootnoxenie v metrike L2(G):

(41) SR0(!R(x; y; �)) =

1X
n=1
i=0;1

i
!R0
n (x; �) � ivn(y):

V silu sootnoxeni� (27) i (41), prihodim k vyvodu, qto dl� l�byh
fiksirovannyh x 2 K i � > A + 1 spravedlivo sledu�wee ravenstvo v
metrike L2(G):

SR0(!R(x; y; �)�
X
�n��
i=1;0

i
un(x)

i
vn(y) =

=
X

n = 11

i=1;0

i
un(x)

i
vn(y)SR0(J

�p
�n

(R))� 1

2
�
X
�n=�
i=0;1

i
un(x)

i
vn(y)�

� 1

�
�
1X
n=1

0
un(x)

i
vn(y)SR0

� RZ
0

sin �h
sin

p
�nhp
�n

dh

�
�

(42)

� 1

�
�

1X
n=1
i=0;1

i
vn(y)SR0

� RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
i
un(�)

sin
p
�n(jx��j�h)p

�n
d�

�
dh

�
�

� 1

2�
�
1X
n=1

i
vn(y)SR0

� RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

(jx� �j � h)q(�)
0
un(�)�
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� cos
p
�n(jx� �j � h)

�n
d�

�
dh

�
+

+
1

2�
�
1X
n=1

i
vn(y)SR0

� RZ
0

sin �h

h

� x+hZ
x�h

q(�)
0
un(�)

sin
p
�n(jx� �j � h)

�
3=2
n

d�

�
dh

�
:

Pri �tom L2|norma funkcii v levo� qasti ravenstva (42) est~ O

(1) pri �! +1 ravnomerno otnositel~no x na kompakte K.

Ocenka (15) dokazana.

Vtoro� xag v dokazatel~stve ocenki (13) zakl~stve v dokazatel~stve
ocenki

(43)
www X
�n��[�]
i=0;1

i
un(x)

i
vn(x)� 1

�

sin �[�](x� y)

x� y

www
L2(G)

= O(1); �! +1;

ravnomerno� otnositel~no x na kompakte K. V silu (40), ocenka (43)
poluqaets� s pomow~� ocenki (15) pri � = �[�]*

Ostalo~ ewe dokazat~ ocenku

(44)
www X
1�n��
i=0;1

i
un(x)

i
vn(x)�

X
�n��[�]
i=0;1

i
un(x)

i
vn(x)

www
L2(G)

=O(1); �! +1;

ravnomernu� otnositel~no x na kompakte K. �ta ocenka dokazyvaets�
pri pomowi ocenok (4){(7) (sm. x 3, [3].

Iz ocenok (43){(44) vytekaet ocenka (13). Lemma 3 dokazana.

x 3. Dokazatel~stvo teoremy 1

V silu togo, qto trigonometriqeska� sistema obrazuet bazis v pros-
transtve L2(G), utver�denie b) bytekaet iz utver�deni� v) nemedlen-
no. Implikaci� b) ) a) dokazyvaets� metodom, razrabotannym v x 1,
[2]. Ime� ocenku (13), implikaci� a) ) v) dokazyvaem priemom, is-
pol~zovannym v x 4, [3].

x 4. Sluqa� operatora Xturma-Liuvill�

1. Rassmotrim operator Xturma-Liuvill�

(45) L(u) = �(p(x)u0(x))0 + q(x)u(x)

na koneqnom intervale G = (a; b), priqem toqka x0 2 G �vl�ets� toqko�
razryva ko�fficienta p(x). Na ko�fficienty operatora nakladyva�ts�

*Zametim, qto �[�] ! +1 pri �!1.
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sledu�wie uslovi�:

(46)

1) p1(x) 2 C(2)[a; x0]; p2(x) 2 C(2)[x0; b];

2) p1(x) � �1 > 0 vs�du na [a; x0]; p2(x) � �2 > 0 vs�du na [x0; b];

3) q(x)|kompleksnoznaqna� funkci� iz klassa Lloc
p (G); 1 < p <1;

Sobstvennye i prisoedinennye funkcii operatora (45) opredelim
sledu�wim obrazom.

Opredelenie 3. Kompleksnoznaqna� funkci�
0
un (x) iz klassa L2(G);

0
un(x) 6= 0, naztvaets� sobstvenno� funkcie� operatora (45), otveqa�we�
kompleksnomu sobstvennomu znaqeni� �, esli:

1)
0
u i

0
u0(x) �vl�yts� absol�tno nepreryvnymi funkci�mi na l�bom

poluotrezke [c; x0) � (a; x0], i na l�bom otrezke [x0; d] � [x0; b);

2)
0
u(x) udovletvor�em uravneni�

�(p1(x)
0
u0(x))0 + q(x)

0
u(x) = � � 0u(x)

poqti v�du v intervale (a; x0), i uravneni�

�(p2(x)
0
u0(x))0 + q(x)

0
u(x) = � � 0u(x)

poqti vs�du v intervale (x0; b);

3)
0
u(x) udovletcor�et sledu�wim uslovi�m sopr��eni� v toqke ra-

zryva x0:

a) (p1(x0))
1
4 � 0u(x0 � 0) = (p2(x0))

1
4 � 0u(x0 + 0);

b) (p1(x0))
3
4 � 0u0(x0 � 0) = 1

4p
0
1(x0 � 0) � (p1(x0))� 1

4 � 0u(x0 � 0) =

= (p2(x0))
3
4 � 0u0(x0 + 0) + 1

4 p
0
2(x0 + 0) � (p2(x0))� 1

4 � 0u(x0 + 0).

Opredelenie 4. Kompleksnoznaqna� funkci�
i
u(x) iz klassa L2(G)

nazyvaets� prisoedinenno� funkcie� por�dka i(i = 1; 2; . . . ) operatora (45),

otveqa�we� sobstvenno� funkcii
0
u(x) i sobstvennomu qislu �, esli

1')
i
u(x) udovletvor�et uslovi�m 1) i 3) opredeleni� rm 3;

2')
i
u(x) udovletvor�et uravneni�

�(p1(x)
i
u0(x))0 + q(x)

i
u(x) = � � iu(x) + i�1

u (x)

poqti vs�du v intervale (a; x0), i uravneni�

�(p2(x)
i
u0(x))0 + q(x)

i
u(x) = � � iu(x) + i�1

u (x)

poqti vs�du v intervale (x0; b).
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Budem predpolagat~, qto l�bomu sobstvennomu znaqeni� opera-
tora(45) otveqaet odna sobstvenna� i odna prisoedinenna� funkci�.

Pust~
�
i
un(x)

�1
n=1
i=0;1

{proizvol~na� polna� v L2(G) i minimal~na� sis-

tema sobstvennyh i prisoedinennyh funkci� operatora (45),
�
�n

�1
n=1

|

sootvetstvu�wa� sistema sobstvennyh znaqeni�, ne ime�wih koneqnyh
toqek sguweni� i zanumerovannyh v por�dke neubyvani� veliqiny jp�nj.
Pust

�
i
vn(x)

�1
n=1
i=0;1

{biortogonal~no sopr��enna� k sisteme
n
i
un(x)

o
v L2(G)

sistema funkci�.
Imeet mesto sledu�wee utver�denie.

Teorema 2. Pust~ sobstvennye znaqeni� operatora (45), ko�ffi-
cienty kotorogo ime�t svo�stva (46), udvoletvor��m uslovi�m (4){(5).

Dl� togo qtoby sistema

�
i
un(x)

�1
n=1
i=0;1

obladala svo�stvom bazisnosti,

neophodimo i dostatoqno, qtoby dl� l�bogo kompakta K intervala G

suwestvovala posto�nna� C(K), ne zavis�wa� ot n 2 N i taka�, qto
spravedlivy neravenmstva

(47) k iunkL2(K) � k ivnkL2(G) � C(K); n 2 N; i = 0; 1:

2. Sledu� V. A. Il~inu [1], vvedem v rassmotrenie funkcii %1(t) i
%2(t), opredel�emiy sootnoxeni�mi

x�0Z
x0�%1(t)

(p1(�))
� 1

2 d� = t;

x0+%2(t)Z
x0

(p2(�))
� 1

2 d� = t:

�ti funkcii opredeleny i monotono vozrasta�t na segmente 0 � t � t0,
gde t0|dostatoqno maloe qislo. Obratnye funkcii t = %1(h) i t = %2(h)
mo�no predstavit~ v vide

%1(x0 � x) =

x0Z
x

(p1(�))
� 1

2 d�; %2(x � x0) =

xZ
x0

(p2(�))
� 1

2 d�:

Pri pomowi �tih funkci�, opredelim sledu�wee preobrazovanie
funkcii i argumenta: dl� l�bo� funkcii f(x) iz klassa L2G) opre-
del�ets� funkci� ~f(t) iz klassa L2( ~G), gde

~G = (�%1(x0 � a); %2(b� x0))

sootnoxeni�mi

~f(x) =

(
f [x0 � %1(�t)] � (p1[x0 � %1(�t)]) 14 ; pri � %1(x0 � a) � t < 0;

f [x0 + %2(t)] � (p2[x0 + %2(t)])
1
4 0 � t � %2(b� x0):
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Spavedlivo sledu�wee utver�denie.

Teorema 3. Pust~ sobstvennye qisla operatora (45), ko�fficienty
kotorogo oblada�m svo�stvami (46), udovletvor��m uslovi�m (4){(5) i
pust~ vypolneny uslovi� bazisnosti (47).

Esli f(x) proizvol~na� funkci� iz klassa L2(G) i K proizvol~ny� kom-
pakt intervala G, to sledu�wie predlo�eni� ravnosil~ny:

a) ��(x; f) shodis� pri �!1 ravnomerno otnositel~no x na kompak-
te K.

b) S�[�](t;
~f) shodist� pri � ! 1 ravnomerno otnositel~no t na

sootvetstvu�wem kompakte ~K � ~G.

Teoremy 2 i 3 dokazyva�t� pri pomowi teoremy 1, ispol~zovaniem
ukazannogo preobrazovani� funkcii i argumenta (sm. [5]).

Zameqanie. Teoremy 1{3 osta�ts� spravedlivymi i v tom sluqae,
kogda l�bomu sobstvennomu znaqeni� � sootvetstvu�wih operatorov
otveqaet koneqnoe qislo (bl~xe edinicy) prisoedinennyh funkci�.

Avtor blagodarit professora V. A. Il~ina za postanovku zadaqi i
pomow~ v rabote.
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