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par Liapounoft

Par
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1. La notion d’intégration d’une fonction f(x) par rapport
8 une autre fonction a(x), dite la fonction déterminante, a été
donnée par Stieltjes') dans le cas o f(x) est une fonction con-
tinue dans un intervalle (@, b) et a(x) est une fonetion ecrois-
sante dans le méme intervalle. L’intégrale de Stieltjes

0)) f 1(x) da,

étant la limite de la somme
() S=Xf(&)[a(x)—a(xi)],

lorsque max (x—xi—y) > O et & est dans lintervalle (xi_; , x:)
Xo=a,X,=>b, cette définition a subi des généralisations?).
La prémiere deZcelles ci a été donnée par Liapounoff dans son
mémoire ,Sur 'équation de Clairaut et les équations plus géné-

1} Stieltjes. Recherches sur les fractions continues, Annales de Tou-
louse 1894 p. 72.

%) Voir p. e. E. W. Hobson. The theory of functions of a real vari-
able. Vol. I, 1927,
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rales de la théorie de la figure des plandtes“?). Mais elle a
resté inappergue si longtemps (dés 1904), peut étre, grace au
titre de ce mémoire, ol cette nouvelle notion de Pintégrale est
introduite & propos d'un probléme de la Mécanique céleste. Lia-
pounoff considére le cas ou la fonction a intégrer f(x) peut
avoir aussi des discontinuités, et, d’aprés la seconde de défini-
tions données par lui, la notion d’intégrale de Stieltjes aura le
sens méme dans le eas ol f{x) et a(x) ont des discontinuités
comnunes.

Dans ce paragraphe nous rappelons bri¢vement la marche
des idées de Liapounoff. Elle commence par la définition du
,Symbole*

b
(3) Sjx)Aa(x)?),
Ia limite de la somme (2), qui vérifie, en outre, I’égalité
1)
b
B SIMW =10 a0 —t@c@— [ atar.
‘ ()
, . 1) .
Dans Pintégrale § on entend par f une variable pouvant
()

prendre toutes les valeurs entre les nombres f(a) et f(b) et
cette égalité représente une extension de la formule d’intégra-
tion par parties. Liapounoff démontre I’égalité (4) en partant
des suppositions: 1) ,, f(x) est une fonction limitée dans lin-
tervalle (a, b) et ne variant, quand x eroit de @ & b, que dans
un sens* et 2) ,.en entendant par «(x) une fonction queleconque
continue dans cet intervalle”. Aprés Panalyse des propriétés du
symbole (3) analogues a celles de Vintégrale de Riemann, Lia-
pounoff étudie le cas, ol « (x) a des diseontinuités aux points
y; dans lintervalle (a,b). En supposant: 1) que f(x) est une

3) 4. Liapounoff. Mém. de IAcad. d. Sciences. St.-Pét. Classe phys,
math. VIl série, Vol. XV N 10.1904. Ce mémoire n'est pas méme noté dans
les Fortschritte der Mathematik et bien des résultats de Liapounoff ont éte
retrouvés par d’autres.

4 Nous avons changé les notations: f et ¢ de Liapounoff sont dé-
signés par a et f.
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fonction monotone et finie, f(x—0) et f(x+0), cin outre, n’etant
pas nuls dans (a,b), 2) que les limites « (yi—0) et a (y: + 0)
existent pour tous les points y; et 3) que le nombre des dis-
continuités cst fini, il pose

b Y Y= 5
() Sf@WAa(x)=S 4+ S+ - S.
“ “ ANt Ya

Il suppose, en outre, que chacune des valeurs limites
Jli =0, fl+0), existe ({=1,2,+--n;a<y;<ps< - <ya<h)
et que
0 n 0 g 7 Ny

§+5,8->5,8-S5,
5 % ¥ § % )

sous la condition nécessaire et suffisante ue chacune des va-
leurs limites o (& -+ 0) et a (55, — 0) existe.

Remarquons que, d’aprés les conditions enoncées, le cas
ot les fonetions f(x) et a(x) ont les mémes points de discon-
tinuité n’est pas exclue.

Eusuite, Liapounoff donue une autre définition du symbole
(3). Soit a*(x) une fonction continue, définie de la manisre
suivante :

pour @ = x <y, «*(x¥)=ux)

L L I

(6) PR<X<prgr @ (X)==a (XH',§[ a(pi—0)—a(i+0)]

L Y LR RN R

m<XZb a*(x)=uqa (x)+;§1[ a(yi—0)—a(yi + 0)]

l.e symbole
b
S f(x) Au*

aura le sens conforme a la premiére définition et on pose
b b

(N SfxX)Aa=Sfx)Aa*.
13 3

Cette égalité peut servir de base & une nouvelle générali-
sation qui a lieu aussi dans le cas d’'une fonetion «(x) devenant
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discontinue dans Pintervalle (a, &) une infinité de fois. Liapou-
b 13

noff entend par le symbole SfAu le symbole SfA«*, si on
[z ft

pent trouver la fonction continue o* (x) telle que la différence
a —o* s¢ réduit & une constante dans tout intervalle partiel ot
a(x) est continue. Lnsuite, il donue les eonditions néeessaires
de l'existence de la fonetion o* sous la forme suivante (L ¢, p. 17):
»Tout dabord il est évident que, pour que la fonction «* existe,
il fant que, dans tout intervalle (a,, b,} dans lequel la fonction
a (x) devient disecontinue seulement pour les valcurs extrémes,

minées, quand x tend vers @, ou vers b,. D’autre part, pour
que la fonction «*(x) soit déterminée dans Dintervalle (a, b) &
une constante additive prés, eet intervalle ne doit contenir au-
cun infervalle, si petit qu'il soit, on 'on ne puisse indiquer des
intervalles partiels, dans lesquels la fonetion « (x) fiit continue.

Eu remarquant que ces conditions ne sont pas suffisantes
et que, d’autre part, dans certains cas déterminés on pourrait
signaler des conditions nécessaires et suffisantes de cette espéce,
Liapounoff ne s’y arréte pas.

lin signalant encore Pégalité

|10 @@ dc=57@aa

ol a est continue et «" est intéorable en devenant infini entre
les limites de I'intégrale une infinité de fois, nous renvoyous
le lectcur au mémoire cité de Liapounoff on 'on trouvera des
idées sur nouvelles généralisations de la notion de Vintégrale
ainsi que Pétude d’une équation intégrale avee Pintégrale de
Stieltjes.

2. Arrétons nous maintenant sur une signification géomé-
trique de Pintégrale de Stieltjes qui s’impose elle-méme. Dans
le eas de eette intégrale nous avons trois variables: x,y —f(x)
et z-=a(x). Supposons que ces variables sont les eoordonnées
rectangulaires d’'un point M i déerit une courbe L, lorsque x

% Comp. le théorcme de Whittaker (Hobson 1. ¢. p. 555).
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varie de @ 4 b. Nous aurous alors les trois projections (L,,L,,
L) de cette courbe sur les plans Oxy,Oxz, Oyz ct les deux
surfaces eylindriques Fi,y = f(x), et Fy,z=a(x).

Alors T'intégrale IJ" J(x)da est la projection de la surface
. ‘
F, sur le plan Oyz et Pintégrale § a(x)d/f est la projection de
F, sur le méme plan. Done, si L; est continue, le sens de la
formule (4) est bien connu.

D’apres les définitions connues de lintégrale RS ou de
Pintégrale RS généralisée les fonctions f et a peavent avoir des
discontinuités, c’est-a-dirc les eourbes L, L; peuvent étre dis-
continues. On voit aisément que, si x varie dans lintervalle
(a,b) et si f(x) et a(x) 1Wont que des discontinuités de pre-
midre espéce, les courbes L; et L, se composent des parlies
dont les extremités consecutives se projettent toujours sur le
méme point de Paxe Ox. Mais, s'il a un point commun de dis-
continuité des fonctions f(x) et «(x), les projections de Ia
lourbe L, sur les axes Oy et Oz serout des segments séparés
evoir fig. 1 et 2).

2 Z Zo‘D i
N

ah) ——————arb) 2
3 ; .
_________ 5’ I§

X

1/’

o afd)

ala) : ala} i

YT fao YT flaro Y7 @
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

D’aprés les conditions (6) on a
® W=a—y (%),
ot la fonetion des sauis y (x) est définie par Végalilé

(9) 1@ =X[alit0)—w(i—0)]= s,
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la sommation étant étendue & tous les points y; dans linter-
valle fermé (a, x).

Ainsi, en adoptant la définition (7) de Liapounoff, on re-
jette la fonection des sauts de la founction déterminante. On ob-
tient alors la figure 3 qui remplace la figure 2 et correspond
au cas d’'une fonetion déterminante continue.

Cette figure est d’accord avec la formule (4). On a

ol
a*(a) = a(a).

On voit aisément que, d’aprés la seconde définition de
b
Liapounoff, [ f(x) da* est égale & la somme des projections des

parties séparées de F, sur le plan Oyz.

3. Revenons maintenant aux conditions de Dexistence de
I'intégrale (3). On a vu (au numéro 1) que Liapounoff n’a
envisagé que des fonctions a intégrer monotones. Mais, une
fonetion a variation bornée étant la différence de deux fonetions
monotones, son raisonnement s’applique immédiatement & cette
classe des fonctions. Quant & la fonction déterminante a(x) la
définition de I.iapounoff impose moins des restrictions. En effet,
on a envisagé une fonction «(x) qui peut devenir discontinue
dans lintervalle (a, ) une infinité de fois. Alors, la condition
de Dexistence de la fonection a* se raméne a celle de Dégalité
(8). Les discontinuités étant dans ce cas de premiére espéce,
leur ensemble sera denombrable.

On a done immédiatement une condition suffisante de
Pexistence de lintégrale (7), & savoir: a(x) est une fonction a
variation bornée. Pour cette fonction 1’égalité (8) est toujours
verifiée, c’est-a-dire on peut trouver la fonction continue a*,
Mais cette condition n’est plus nécessaire. En effet, soit p. e.
a* (x) une fonction continue définie de la maniére suivante.)

6) C. Carathéodory. Vorlesungen iiber reelle Fupnktionen. S. 190,
Berlin 1927,
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Posons

h=b—a , xk:a+——§; (k=1,2.--x)

et
«*(x) =0 pour xZa et x> b,
«* ("Q} = 7]){ s ((*(xg): =0, (e*(xa)r::_g_ , (“*(x4):?0 , a*{x5)1?—§- e

¥ (x) est linéaire dans chaque intervalle (b, x,),(x;,X,), -+

La variation totale de la fonetion «* est infinie,
Soit

(10) @ (X) = (x) + 2 (x),

ot y (x) est défini par les eondilions suivantes:

A
7 (x) = By dans (xenye , X2a) ,

A éiant une constante, xo==8&. IL.a fonetion des sants existe.
On a y;=—=Xx et

34
i+ 0) — (i —0) =S5

Si /(x) est une fonction 4 variation bornée, P'intégrale

b

(10) [ (%) dac

o
B

b
existe et, d’aprés Liapounoff, ¢’est I'intégrale | f (x) da ol a est

donnée par 'équation (10); les fonctions a (x) et f(x) peuvent
avoir des discontinuités communes, a (x) étant, en outre, & va-
riation totale égale & + 7). La courbe L sera discontinue,
ainsi que ses projections L, ,L,, L,. Mais, lorsqu’on veut eal-
culer l'intégrale (11), les parties de L subissent des déplace-

7} On sait que lintégrale RS n'existe pas méme pour certaines fone-
tions continues f(z), si « () n'est pas a variation bornée (H. Lebesgue. le-
¢ons sur Uintégration. p. 318, Paris 1928).
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ments paralleles a 'axe Oz jusqu’au moment ot la courbe L,
devient continue,

Ainsi, si la fonction déterminante bornée «(x) a des dis-
continuités de premiére espéce et si, de plus, la fonction des
sauts est donnée par une série (9) convergente pour toutes les
valeurs de x dans l'intérvalle fermé (a, b), en la retranchant
de la fonction « (x) nous aurons une fonction continue o*(x).
(Cest la condition suffisante de Vexistence de cette fonclion et
de lintégrale (7) pour une fonclion f(x) a variation bornée.
Elle est d’ailleurs nécessaire pour la seconde définition de !'in-
tégrale de Stieltjes généralisée donnée par Liapounoff.
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