llber Systeme von nichtlinearen Integralgleichungen

Von

MICHAEL GOLOMB

s ist bekannt, dass ein System von linearen Integralglei-
chungen #quivalent ist einer einzigen linearen Integralglei-
chung, die man mit Hilfe der Methode des , Aneinanderfiigens
der Kerne“ erhilt. In einer fritheren Arbeit ') wies ich darauf
hin, dass diese Methode bei dem System von nichtlincaren In-
tegralgleichungen

1

(D ‘]/i<s)+f[(i(sst)fi(tﬂh(t);‘1’2(1),"' VU (£))dt=gi(s)

(i=1,2,.--.n)

versagen muss, so dass es auf diesem Wege nicht moglich ist,
die fiir die cinzelne Integralgleichung

i
(2) ‘lf(S)+fK(s SO F(E, (1)) di=g (s)

giltigen Existenz- und Eindeutigkeitssitze %) auf Systeme

1} Zur Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen, Integralglei-
chungssysteme und allgemeinen Funktionalgleichungen. Mathematische Zeit-
schrift 39 (1934), S. 45—75, s. Fussnote auf 8, 48.

2y 4. Hammerstein, Nichtlineare Integralgleichungen nebst Anwen-
dungen, Acta mathematica 54 (1930), S. 117 w. £.; M. Golomb, L.e. (1),8. 75:
G. 8. Dragoni, Un teorema sulle equazioni integrali non lineavi. Bolletino
della Unione matematica Italiana 75 (1936), S. 1—5.
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von der Form (1) zu iibertragen. Sicht man jedoch wvon der
speziellen Form der Gleichung (2) ab, und betrachtiet sie als
eine Funktionalgleichung im Raum der Funktionen ¥ (s), so
ergibt sich sofort cin Ubertragungsprinzip: Das System (1) ist
als eine einzige Funktionalgleichung von dhnlichen Eigenschaf-
ten wie die Gleichung (2) im Raum der Funktionen- n-tupel

(g (), (8) =+ = 5 W ()

zu interpretieren ®). Ein zweites solches Prinzip ergibt sich,
wenn man statt der Gleichung (2) das dquivalente unendliche
Gleichungssystem, dem die Fourierkoeffizienten der Funktion
' (s) geniigen, zugrunde legt, denn auch das System (1) fithet
auf ein solches unendliches Gleichungssystem.

Die Existenz- und Eindeutigkeitssiitze, die wir, geleitet
von diesen Prinzipien, ableiten, stellen die natiirliche Verall-
gemeinerung entsprechender Sitze f{ir die Gleichung (2) dar,
Der erste Satz gilt fiir solche Systeme

1

@) Vils)+ 2 [ Kifs )15 (6110 4(0) - Wl dt=0
)= ¥
(i=12,---n),

in denen die aus den Kernen Ky (s,f) gebildete Kernma-
trix symmetrisch und semidefinit ist und die Funktionen
Ji(s, iy, tty, + -+, 1ty) die Ableitungen ciner Funktion F(s, 1y, tta,« -~ 113)
nach den Variablen u,,u4,, - - -, ttn sind. Dieser Satz wird e¢benso
wie der entsprechende Satz fiir die Gleichung (2)*) durch spe-
zielle Interpretation eines Satzes iiber gewisse allgemeine Funk-
tionalgleichungen bewiesen.

Der zweite Satz setzt von den Kernen nur Stetigkeits-
eigenschaften voraus und liefert im Wesentlichen das gleiche Re-
sultat wie ein schon firiiher mit anderen Methoden bewiesener

3) Dieses Prinzip verwendet G. S. Dragoni in seiner Arbeit: Sui si-

stemi di equazioni infegrali non lineari. Rendiconti del Seminario Matema-
tico di Padova 7 (1936), S. 1—35.

5L e S 5.
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Satz 8. Er wird durch spezielle Interpretation eines Satzes von
Caccioppoli iber total umkehrbare Funktionaltransformationen
veiifiziert ¢) .

Der dritte Satz umfasst in gewissem Sinne die beiden er-
steu Siize. Sein Beweis stiitzt sich auf einen Satz iiber die
Losungen von unendlichen nichtlinearen Gleichungssystemen.

§ L

In diesem Paragraphen sei vorausgezetzt, dass die Kerne
Kii(s, t)im Quadrat 0<s,f<C1 definiert und stetig, die Funk-
tionen fi(S,uy,u,,--uy) im Intervall 0<ls {1 und fiir alle
Werte der Verinderlichen u, ,u,,- - -, 4, definiert, in s stetig
und in 4, n,,---, un stetig differenzierbar sind 7).

Es sei

%(37”1 auz""’un):fij(ssul yUa s vy Un

(iaj:: 1,2,"‘,’1}
gesetzt.

Satz 1. Es sei

(a) Kii{s,)=K;i(t,s)

und fiir alle n-tupel (g (s), @5(S),+ -, @ (5)) von stetigen Funk-
tionen des Intervalles 0 < s<1

5) 1. c. (1), Satz 1, S, 48.

%) Einen &hnlichen Satz beweist Dragoni (I c. (3), 8. 30) auch mit
Ililfe des gleichen Caccioppolischen Satzes, setzt aber dabei voraus, dass die
Kerne symmetrisch und semidefinit sind. Wir verwenden den Caccioppolischen
Satz in anderer Weise und erzielen dabei das allgemeinere Resultat.

7 Von allen vorkommenden Zahlen und Funktionen wird vorausge-
setzt, dass sie reell sind. Unter ,Lisungen werden nur reelle Lissungen ver-
standen, die die Stetigkeitscigenschaften der Lisungen der entsprechenden line-
aren Probleme besitzen. — Dort, wo die Eigenfunktionen der vorkommenden
Kerne Verwendung finden, werden die Entwicklungen so gesehrieben, als ob
es sich um ,nichtentartete’ Rerne handelte. Das braueht jedoch nicht vor-
ausgesetzt zu werden,
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}JK;;(S 1) i (s) o, (£)ds dt > 0.

i,j=1

Die Funktionen fi(s g, tla, >+, 11y) seien die Ableitungen
eincr nach den Variablen w ,uy,--- 1, stetig differenzierbaren
Funktion F(s,uy, iy, ,un)

0
fi(s, u g, - ln)= E}TF(S’H”H"’” S ((=1,2,..-,n).
t

Dann hat das Gleichungssystem

1

(3) ‘l’(wl K ii(s, 0756, 9 (8), alt), -+ b)) d £ =0

(i=1,2,-+,n)

wenigstens eine Lisung, wenn fir 0<s < 1 und alle Wer-
(b’) te der lll,ng,"',un

F(S,u1,u2,"',lln)>*~—(u1+H2+ '+lln2)'—‘c

ist 8y, genau eine Lisung, wenn fiir 0< s<(l und alle Werte
L") der uy,ty -+, U, der kleinste Eigenwert der Matrix

((fii (s, ug 11y, -+, 1)) micht Keiner als — k ist.

Daber sind k und C positive Zahlen, und k ist kleiner als
der kleinste Iigeracert der Kernmatriz.,

Beweis. Der DBeweis stiitzt sich auf einen Satz iiber all-
gemeine Funktionalgleiwhungen, der folgendermassen lautet®):
T sei ein abstrakter linearer Raum mit den Punkten ¢,V -,
in dem ein zu dem in der Vektorrechnung analoges inneres

%) Diese Vonust(\/\mg geniigdh michf, wm die Eindeuntigkeit der 1Lib-
sungen zu beweisen. S, L oe (1), Bemekung auf 8. 56,

9 1. e (1), Satz 9 mit Zusatz, 5. 0—71. Dort findet man -auch Ni-
heres iiber die hier verwandten Begriffshidungen,
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Produkt (", ®) und damit eine Entfernung || oM —¢®
= V(@M —® , 1= @) definiert ist. T sei in dieser Motrik voll-
stiindig. Durch

(4) V= He

sei eine lincare Abbildung des Raumes X auf einen Teil von
sich selbst gegeben, die ,vollstetig® ist, dh. jede beschrinkie
Teilmenge von Z in eine kompakte Menge iiberfiihrt, H sei iiber-
dies ,selbstadjungiert, d. h. es sei

®) (Hp , @)= (9", Hp®)

fir irgend zwei Elemente o™, ¢® aus £. H?% bezeichne die
iterierte  Abbildung H (Hy), h die bei diesen Voraussetzungen
sicherlich existierende positive Zahl, i die

‘ 1.,
(6) [Ho [P o lP
allgemein in 2 gilt.
Durch G () sei auf ¥ eine Z-hlenfunktion definiert und
durch die fiir je zwei Punkte 9™, ¢ aus T giiltige Relation

) GV +9) — G =9, 9) - |9, R(p™,9),

(R(9™,p) Zahlenfunktion, fiir die lim R (p@®, ¢j =0 gilt)

P
eine stetige Abbildung
Y=r.
Dann hat die Gleichung
®) Y H Y =0

in £ cine Liosung, wenn fiir alle Punkte ¢ aus =

©) G@)>— 5 (p,0)—C

ist. Dabei sind & und C positive Konstanten und es ist £ <h.
Ist iiberdies die ,Lipschitzbedingung®

(1()) (fgp(z)_.f(pil) , (p(?)_.{?(‘ y] > —k ((p(z)-.rp(l) R @(2)—@(1))
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fitr irgend zwei Punkte oM p® aus 3 erfiillt, so hat die Glei-
chung 8) nicht mehr als cine Lisung.

Wir interpretiecren = als den Raum der n-tupel von
quadratisch integrierbaren Funktionen des Intervalls (0,1)

q):((PJ (S))CP'.’ (S) y P (S))

und das innere Produkt (p@)  o®) als

i
(11) (", @)= Zifqn“) (s) pi® (s)ds .
%

Die Abbildung y=H2p sei erklirt durch
1

(12) B (3)221 Kij (s, 1) @; () dt
J=
Q
(i=1 ,2,"‘,(1)-
Um die Abbildung H, deren Iterierte H? ist, zu definic-

ren, braucht man das vollstindige System der n-tupel vou

Eigenfunktionen der Kernmatrix (K (s, #))), d. h. der Losungen
des linearen Eigenwertproblems

i

(1) ()= [Kij(s,f)p;(Bdr (1=1,2,--,n).
1= ¥

Dieses Problem kann, wie sofort ersichtlich ist, durch die
Methode des , Aneinanderfiigens der Kerne* gelost werden. Man
erkliirt hinzu die Funktionen ¢ (s) und K (s,7) fie 0<{s<n
bzw. 0<Cs, ¢ << n durch die Vorschriften

P (s)=i(s—i+1) fir i—1<ls<<i (i=1,2,---,n)

I—1<s<i . .,
j‘—l<t<_[ (131’“1 A "5”)'

Dann reduziert sich das System (12) auf die einzige Glei-
chung

K, Hy=Ki(s—i+1,t—j+1) fiir

(14) A ()= j K(s,0)p)dt.
0
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Wegen der Voraussetzung (a) ist der Kern K (s,?) sym-
metrisch und positiv semidefinit. Mit Benutzung wohlbekannter
Siatze schliesst man so leicht, dass es eine nichtleere, hichstens
abzdhlbare Menge von positiven Eigenwerten Ay <Xy < -+ und
zugehorigen, gemiiss der Definition des inneren Produktes (11)
normierten und orthogonalen n-tupeln von stetigen Eigen-

funktionen ¢, @® ... der Kernmatrix ((K(s,))) gibt.
Man definiere nun die Abbildung V=He durch

15 ()= 3R

= |V ( ’cp(r)) (izla‘?)"')n)'
Diese hat dic von H im zitierten Satz geforderten Eigen-
schaften: sie ist linear, selbstadjungiert und vollstetig. Das Letz-
tere folgt daraus, dass eine beschriinkte Menge von Punkten o
in eine Menge von n-tupeln gleichgradig stetiger Funktio-
nen Vi (s) transformiert wird; donn es ist nach (15) unter Be-
nutzung der Schwarzschen und der Besselschen Ungleichung

% _ x 4
(16) l N\ (s.)—V (Sl) | <{ %;]1 ((Pl 32) }\y‘Pl( 2l 31 § 0, cp("))”} .

Nach dem Mercerschen Satze ist an den Stetigkeitsstellen
von K (s,1)
I SLAAOL 0]
K (s,1) -2 »
somit

Ki(s,t)= 2%‘ ’(S})Hcp ()

und

n ) ) — l(”) 2
E(q)l (s2) S L (51)) = Kii (8, $a) — 2K (51, 82) + Kii (s AR

—1 A,

Diese Beziehung zusammen mit der Ungleichung (16) be-
stitigt die Behauptung von der gleichgradigen Stetigkeit der
Funktionen J;(s).

Ferner ergibt die TIteration der Abbildung (15) die
Abbildung
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{
. i(") n .
b= 20O g0 X [ Ky, 00,000 =12, m,
=1 A J=t bt

diese Iteration stimmt also mit der in (12) definierten Abbil-
dung y = H?¢ iiberein.

Es ist gemiss den getroffenen Definitionen fiir irgend
einen Punkt ¢ aus Z

hid . 1 i
| HolP=(H,9) <5l o

und 2, ist der bestmogliche Wert in dieser Abschitzung. Fiir
die durch die Ungleichung (6) geforderte Konstante 2 kann
also der Wert A, gewiihlt werden.

Das Funktional G () sei gegeben durch

1

fF(tacPl(t)’cpﬁ(t),"',(Pn(t))dt.

0

Es ist fiir je zwei Punkte o™, ¢ aus £

=1

1
Glp®)—G(pM) = 2 f Jilt, o1 D(@), 92(8) - -+, @) (i) — i N(E))dt
0
1

-

+ 717 _] Jiilt, @1(0),9a(8) < -+, pa(O) (9O — i) (0, D —, NNt ,
3, 5=1

0

(pi (f) bedeutet einen Wert zwischen @iV (1) und ¢/ (f)). Aus
dieser Darstellung ersieht man, dass die Relation (7) erfiillt ist,
wenn die Abbildung w=77% interpretiert wird als

Y (S):.fl (S » @1 (s) y Pa (s) st Pn (s))-
Die Bedingung (9) lautet

0

1 1
(17 f F(t, p(t), 9o (B), - 'a{Pn(t})d">'—§‘ f (P 2O+ @2 (1) 4+ -+ ()t - C
Q
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und ist im Falle der Voraussetzung (b") erfiillt. Somit erweisen
sich alle Voraussetzungen des zitierten Existenzsatzes erfiillt
und das der Gleichung (8) entsprechende System (3) besitzt im
Falle (b') also wenigstens eine Losung.

Im Falle der Voraussetzung (b”) schreibe man

(18) F(soty tty, ) =F(5,0,0,-++,0)+ D fi(s,0,+ -+, 0)
1=l

sl o
2 i,j:]fij(s’ul syt u") i u;

(u; ist eine Zahl zwischen 0 und u;).
Da wegen (b") fiir 0< s <1 und alle Werte der u, , 5, -+, ity

" n
Zjij(syal,il_ﬂa"',un)uiuj>—k2 lli2

1, -] =1
i
st, schliesst man aus der Darstellung (18), dass wieder die Be-
dingung (17) erfiillt ist.
Da in diesem Falle, wie man mit Hilfe des Mittelwert-
satzes der Differentialrechnung erkennt, auch die Lipschitzbedin-
gung (10), die in der der gewihlten Interpretation

1]

i
> f [0t 9,2 (8, 9250, -, 0u )il 0, D0, 200, -+, 2 (D) ]
0

1l

i
o)) Jdt >—k 2 J Lot —@lN(D) | at
Q

lautet, erfiillt ist, gilt auch der zitierte Eindeutigkeitssatz. Damit

ist Satz I vollstiindig bewiesen. _
Ist speziell Kii(s,f)=0 fiir i = j, so handelt Satz I von
dem Gleichungssystem '
{

(19) yi(s)+ fKt(Sv Ofilt, vy (€), wo(t), « «+ ywa(8))dt=0
3

([:1, 2,... ,n)’
(Kii(s,t) ist Ki(s,t) gesetzt!). Die Voraussetzung (a) verlangt
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dann, dass die Kerne K (s,f) symmetrisch und positivsemide-
finit sind; denn wire z. B. K (s,f) nicht semidefinit, so gibe
es eine stetige Funktion ¢(s) von der Art, dass

11
f{k’;(s,t)cp(s)cp(t)dsdt<0
o 0

ist. Seizt man dann
P1(S)=ps(8)= 1+ = Pju(S) =P+ 1(8) =+ =@n(s) =0, i(s)=9(s),
so0 wird

11
2ffKii(saf)%(s)q>;(t)dsdt<0
§ 8

=

im Widerspruch zur Voraussetzung (a).
Das System (13) lautet in diesem Spezialfall
{
Npi(s)=f1<i(8,f)fpi(f)df (t=1,2,:--,n)
1)
und daraus ersicht man, dass »; gleichzusetzen ist dem klein-
sten unter den Eigenwerten der Kerne K, ,K,, -+, K.

Zusatz zu Satz I:
Die Kerne Ki(s, t) seien stetig, symmetrisch und positiv
semidefinit. Dann hat das Gleichungssystem

1

AN )+ | Kl Ol s, 1), va0)dt = 0
0
(i:1y2’ ey 1)
wenigstens eine Liosung, wenn

)y F (S,lll, Ug, - >uﬂ)>—”§“(utn+u22+ s +un2)_ C
ist,

. genau eine Losung wenn der kleinste Eigenwert der Ma-
(") 4rix ((fii (s, 1y, 12, - -« ttn))) nicht kleiner als — £k ist.
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Dabei ist & Kleiner als der kleinste unter den Eigenwer-
ten der Kerne K, K., -+ K,.

§2

Vorbemerkung. Das System

o
CUNR CORD) EATEYNON NUR RURSE AUV
=
‘ (i=1,2,-++,n)

ist dquivalent einem System von der Form

1
D wi(s)+ j Ki(s, O)fi(s, 1, ws(8), yolt), -+ -, ylt)) dE=0

(i=1,2,+--,n).
Um dies einzuschen selze man ‘
Sy
Ki(s,)=nKiyns—k+1,nt—j-+1) fiir .
]—‘1 (‘t< e
7

f(s,t bty Uy oo ) =fif{ns—k+ 1, nf—-j+ 1, ty, sy~ 1tn)
(k,j"—'].,?," " ’n)'

Da dann K;(s,#) und fi(s,f, 1,4, ,Us) periodische
Funktionen in s mit der Periode % sind, gilt das auch fiir

alle evtl. vorhandenen Losungen des Systemes (21). Durch die
Identitat

i )=V (ns—k+1) fir i{%}— <s < %

wird jeder Liosung des Systemes (20) cine Losung des Syste-
mes (21) zugeordnet und umgekehrt, so dass sich die beiden
Systeme als dquivalent erweisen.

Die Systeme von der Form (21) sind also nicht weniger
allgemein als die von der Form (20). Wir beschrinken uns im
Folgenden der Einfachheit halber auf solche Systeme von der
Form (21), in denen die vorkommenden Kunktionen f; nicht
von s abhingen, bemerken jedoch, dass die Resultate minde-
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stens auch fiir den Fall giiltie bleiben, wo die Funktionen f
in s stiickweise konstant sind.

7Zu den Voraussetzungen des folgenden Satzes gehort, dass
die unsymmetrischen Kerne K,{s,{) brauchbar unstetig {(im
Sinne der linearen Integralgleichungen), die Funktionen g;(s)
und fi(s,uy,U,,+++,uy) stetig in der Verdnderlichen s, die
letzteren stetig differenzierbar nach den Variablen uy , 1y, ¢+, 1y
sind, Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ferner an-
genommen werden, dass

(22) fi(5,0,0,+++,00=0

ist.
Zur Abkiirzung sei

of;
"55“"(39“1;!12,"',un}:jij(s,ul,uf_),"',un},
23) ’ 1
Jfkf(s,t)dsdt-.:kﬁ
0 0

gesetzt.

Satz II. Das System

1
(1) i(s)+ fKi(S’ Of ity i), o )see+, () dt=gi(s)
’ (i=1,2,-,1)

hat genaw cine Lisung, wenn fir 0<_s <1 und alle Werte der
Uy, s, -+, Un

((J) Zkizfi;iz(s,upus,'",lln)<k2<l

. ii=1
1st.

Beweis. Der Beweis stiitzt sich auf den Satz von Cucci-
oppoli 1% tiber lokal umkehrbare Funktionaltransformationen, den
wir in folgender Weise verwenden:

1) R. Cuaccioppoli, Sugli elementi uniti delle transformazioni funzin-
nali: un teorema di esistenza e di unicita ed alcune sue applicazioni. Ren-
diconti del Seminario Matematico di Padova 3 (1932), S. 126—153.
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Sei £ ein abstrakter linearer Raum mit den Punkten
p,p, -+, dessen Metrik durch dic Entfernungsfunktion
pO—ed] definiert ist. T seiin dieser Metrik vollstindig. Durch

Y == (I)tp

sei cine cindeutige und stetige Abbildung des Raumes £ auf
einen Teil von sich gegeben.
Die Gleichung

24 p— Pp=0

hat genau eine Losung in X, wenn
a) die Abbildung

p=Yop=10p—Pp

lokal umkehrbar ist (d. h. in den Umgebuangen je zweier aulein-
ander abgebildeter Punkte eindeutig umkehrbar ist),

B) jedem Punkt ¢ aus X einc nichtnegative Zahl m ()
zugeordnet werden kaun von der Art, dass die Abbildung @
jede Folge { ¢} von Punkten aus X, fiir die die Zahlenfolge
{m(p)} beschriinkt ist, in eine kompakte Folge iiberfiihrt,
und aus der Divergenz der Zahlenfolge { m (¢")} dic Divergenz
der Zahlenfolge { ||V " } folgt.

Wir interpretieren £ als den Raum der n-tupel von ste-
tigen Funktionen des Intervalls (0, 1)

‘P=(<P1(3);<Pz(3);"’;'Pn(s));

dic Entfernung | ¢! —¢® || als

(25) “ q,(1) _ CP('-’) H — v Mmax (CP@(])(S}"%(Q)(S))H
t=10-xs:=21

und die Zahl m () als

(26) 'M@:VéfW@“'
i=1 5

Die Abbildung y=®¢ sei erklirt durch
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1

(27) zpi’s)=gi(s)—J Ki(s, Ofi(t, @y (0,92(8), -+, pu( D)) it
" =12, ,0).

Sie ist offenbar stetig in bezug auf dic durch (25) gege-
bene Metrik. Um die lokale Umkehrbarkeit dieser Abbildung
nachzuweisen, beniitzen wir den Satz von Hildebrandt und Gra-
ves 1), welcher besagt: Besitzt W an der Stelle ¢ ein ste-
tiges Fréchetsches Difterential gemiiss der Zerlegung

(28) ¥[pOW+e] =YW ]=A0¢9, @]+ ¢l PLy",q],

wobel die in ¢ linearc Abbildung A[¢® ¢ ] in bezug auf ¢©®
und ¢ stetig ist und

lim || PLy@ ¢ J][=0
p->{

ist, so ist V¢ an der Stelle ¢t lokal umkehrbar, wenn die li-
neare Funktionalgleichung

(20) ALy g )= p
fiir jedes w aus X eine Lisung ¢ in X besitzt.
Die durch

1

(30)  wils)=qils)+ f Ki(s,00/i(t, 0r1(0), 7 2(8), -+ rnl0)) dE—gi(s)
g
(i=1,2,-++,n)
gegebene Abbildung yw=W¢ besitzt, wie leicht nachzupriifen
ist, ein stetiges Fréchetsches Differential y=A[¢ 1, das
gegeben ist durch

1
31) Wi(3)=’fi(3)+2 f Ki(s,0fiitt 08, ot (8), =+, g nlWE)) g i(8) dit
=14
(1‘:1’2,-..’”) .
1y 7. H, Hildebrandt — L. M, Graves, Implicit functions and their

differentials in general analysis. Transactions of the American Mathematical
Society 29 (1927), S. 126—153.
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Dieses der Gleichung (29) entsprechende lineare Integral-
gleichungssystem (mit unsymmetrischen Kernen) hat fiir jedes
n-tupel (pi(S), v, (s), <+, wa (s)) von stetiven Funktionen genau
eine Losung (¢, (8), 72 (8), -,y {8)). Um dies cinzusehen
setze man

Jilby O @) 0@, g () == ki (8,

g (&) =qils—i+1 _ D19 ..

,,,(s:,,,,(s—z+1) firi—1<s<i (=1,2,---,m),
—1<s<i

K, H=Ki(s—i+1,t—j+Dkit—Jjt+1) fiir J—1<t<]

(i’j=1’2’lvo’ )_

Dann sehreibt sich das System (31) in der Form einer
einzigen Gleichung

(32) 11f(8)=<p(8)~+~f1<'(s, He@)de.
0

Es ist nach Voraussetzung (c)

jJKZ(s,t)dsdt-— f JK (S—i+1, t—j+1 ki (t—j4+ 1) dsdt =
o b b=l

i—1 j—t

11
= f f Ki#(s, ki (Odsdi= Z k,, N k2<hr<1
1,]=10 s

(¢ ist eine Zahl zwischen O und 1).

Nach einem bekannten Satze von E. Schmidft 12) hat daher
die Gleichung (32) fur jede in Betracht kommende Funktion
y (s) genau eine Losung ¢ (s). Also ist die Behauptung beziig-
lich des Systemes (31) bewiesen.

Da die lokale Umkehrbarkeit der Abbildung ¥ an jeder
Stelle 9@ in T bewiesen werden kann, ist die Bedingung (o)
des Caccioppolischen Satzes erfiillt.

12) E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral-
gleichungen, II. Teil. Mathematische Annalen 64 {1907}, s. S. 162,
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Es ist wegen der Voraussetzung (22)

fi(t’ cpl(i)a ‘Pz(t), Tt QPR({}):,Z:{U(L (El(t)a (;2“)) ) C‘Eﬂ(f})@](i)

63
(i (t) ist eine Zahl zwischen 0 und o; (),
also

JE @), @), pn ()< ?A__Ilfu“’ t, P18, on (rnggf (0

und nach Festsetzung (26) und Voraussetzung (c)

1
f FE(E oy (8, 02 (D)o pn(B) dE <2 () D fi? (£ 94 (0), -+ pu (1))
0 i=t
< vPm* (o)

(¢ ist eine Zahl zwischen O und 1, y cine von den ¢; unabhiin-
gige Konstante).
Somit ist fiir irgend zwei Zahlen s;, s, des Intervalls (0, 1)
1

BH | K5, 0000 0,0, 000, - pa ()l —

0
1
—JKi(sz’t)fi(l‘,%(t),<P2(f),"',qln(l‘))dt <
{0

[/ 1
<ym(op) iJ KHi(sy ., 1)—K; (32’1))2[];;13)‘

0

Beachtet man noch, dass die iterierfen Kernc stetig sind,
so ergibt sich aus der Abschiitzung (34), dass eine Folge { o™}
von Elementen aus 2, fiir die die Zahlenfolge { m (p)} be-
schrinkt ist, bei der durch (27) definierten Abbildung @ in eine
Menge von n-tupeln gleichgradig stetiger Funktionen {ibergeht.

13) Nur an dieser Stelle des Beweises wiirde die Abhiingigkeit der
Funktionen fi von & von Bedeutung werden. Die Absehiizung (34) ist aber
auch [ir die allein in Betracht kommenden Funktlonen /i (s, u;,us, ... 42}
giiltig, wenn man nur solche Zahlenpaarve {s;,s) betrachtet, die einem der
Konstanzintervalle von /7 angehiren, Dies geniiet fiir die Davehfithrung des
Beweises,
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Da aus jeder in einer solchen Menge enthaltenen Folge sich
eine Teilfolge von gleichmiissig konvergierenden n-tupeln aus-
wihlen ldsst, ist diese Menge in bezug auf die durch (25) de-
finierte Metrik kompakt.
Zur Abkiirzung sei noch
1 1

fg,a (s)ds =¢2 JCPi2 (s) ds = m:* (¢)

f)

gesetzt, Gemiss der Festsetzung (26) ist

Det=m(g) Elmf (9) = m?(p) .

i=1

Nach (30) und (33) gilt fiir je zwei durch die Abbildung
V=W¢ zugeordnete Punkte von =

1

1
(35) f(Pi (s) wi (s) ds = m:* () —fgi (s)pi(s)ds
0 1

1 1
+ fok"(s’t)f“ () s 9alt) -+, @n () i () @j (F) ds dt .
=Ed

Mehrmalige Anwendung der Schwarzschen Ungleichung
ergibt

1 2

1
f | Kitss009) D1t attstts at <
=

0 0

(
(36) {
t

<ff1({“’(s,1)dsdt- fcp;?(s)ds‘

(I 0

1
* J {Zfﬂz (tvgl (t) y ot 7$n (t)) 2({)]2(0] df =
T R i=1

= ki* m;® (‘P) m* (‘P)J%‘llfije (}: ;1 (7) P $n (?))
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(z ist eine Zahl zwischen 0 und 1)
und ebenso

1

f 2(9) i (5) ds j 3 (s) ds - f ot (5) ds = ¢ m? ().
U [} o

Somit ist nach (35)
1 [

fq)i(s) yi (s)ds | > mi®

0

(@) — c. i (p) —

— kim (‘P) m (‘P) z/ g;lfija (;: ‘;1 (Z)—: . 9;671 (?))

und

t—l

|
PO v ds | =)~ Zcimz (#) —

—m(w)Z[k:m: q»)VZ/; (F2 o t),---,?;?n(i))]}

=1

> m?(p) —m(g) m(¢)—

——-mz(cp)]/ Zktz i (t, (P)(t) : ,c;n(?))

i, =1

Wegen der Voraussetzung (¢) folgt daraus

1

I%M%BMS

U

n

(37) 2

> (1 —k)ym? () —m(gym(p).

Andererseits ist

1

i
f pi(5) i (5) ds

|
i

1 1 b
< [ } @i (s)ds - f{/’i?(s) ds ] —=mi (@) m; (),

¥ ; J




70 Michael Golomb

also

1
%

@ | [n@nes|< S memo<

== b i i=1

3 m () mi? () = m (p) m () .

i
Aus den Ungleichungen (37) und (38) ergiebt sich schliesslich
m(y) > (1 —k*)m(p) —m(g).

Da k*<C1 ist, folgt aus dieser Abschitzung, dass die
Divergenz der /,ahlenfe} ge {m(")} die Divergenz der Zahlen-
folge {m (W)} nach sich zieht. Diese wiederum hat die Di-
vergenz der Zahlenfolge { || W@ |} zur Folge, wie aus der Be-
deutung dieser Zahlen (s. Definitionsgleichungen (25) und (26))
zu ersehen ist.

Damit ist nachgewiesen, dass auch die Bedingung (8) des
Caccioppolischen Satzes erfiillt ist Dieser ist also auf unseren
Fall anwendbar und liefert Satz II.

Der Satz Il kann noch verschirft werden :

pir () . Piz(8), -+ ;5 g (8) , Gip(8)« -

seien das E. Schmidische'?) ,vollstindige normierte Orthogonal-
system von adjungierten Higenfunktionen des unsymmetrischen
Kernes K (s, £) «,

O< M hjal-v e
die zugehorigen Eigenwerte, die ja positiv angenommen werden

diirfen.

Der Satz II bleibt dann giiltig, wenn statt der Voraus-
setzung (¢) die Bedingung

fiir 0<{s<1
(¢') Z gfw S Uyl e ) < AP 1(und alle Werte (Im')
Uy iy, Un

1)y E. Schmidt, Zor Theorie der lineaven wmd nichtlinearen Integral-
gleichungen, 1. Teil. Mathematische Annalen 63 (1907), s. 8. 459 u. 1.
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erfiillt ist. Diese ist allgemeiner als die Voraussetzung (¢), denr
sie ist eine Folge von (c). Es ist namlich

ot
N 1
P Kiz(S,t)det>\ 3.
0o 0
Der Beweis fiir diesen verschidrften Satz!®) stimmt mit
dem fritheren weitgehend iberein. Abdnderungen sind nur an

zwei Stellen notwendig. Es ist erstens nachzuweisen, dass unter
der Voraussetzung (¢’) die Gleichung (32)

w(s)»-»:qo(swfk(s,wa)dt

fiir jede in Betracht kommende Funktion v (s) genau eine Lo-
sung o (s) besitzt. Wire das nicht der Fall, so géibe es eine
nicht identisch verschwindene Funktion ¢ (s), die Losung der
homogenen Gleichung

0=¢(s)+j'1<(s,t><p(t>dt

ist. Es wiire somit fiir diese Funktion ¢ (s)

n i 1

fwz‘s)dszgjwig‘s)d —m? (p) % 0

=}

i ¢
‘und

n n it

(39) Ozfqoz(s)a's+fjk'(s,t)¢p(s)tp(t)dsdt.
o 0

0

15) Fast der gleiche Satz ist in meiner fritheren Arbeit (L. ¢. (1), ,Zu-
satz zu Satz 1¢, 8. 53), dort ohne Beweis, enthalten. Dabei sei ein dort vor-
kommender stirender Druckfehler besichtigt. Auf S. 48 muss es statt, ... %
der kieinste der Eigenwerte der Kerne Ki (s, £)* heissen: ..., der klein-
ste der Eigenwerte der Kerne K; (s, {}*.
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Nach Definition ist

n "

fJK(S Ho(S)e () dsdt = fl‘f( (5,0 kij(B)pils)pi()dsdt—
g= l

S

Nach dem Kntwicklungssatz ist

(8,0 @i (3)2 kij () o; (t)J ds dt .

1

1
fKi(S: t) pi(s) ds= 2 ;" g (),  aip== J Pi(s) pi(s)ds
0

0

und nach der Besselschen Ungleichung

1
Dlair< f pi (s) ds < m ().
=1 0

Mehrmalige Anwendung der Schwarzschen und der Bessel-
sechen Ungleichung ergibt somit

2

(19
(40) i f f [Ké (s,8) @i(s) D ki 1) @j(t)]ds‘ dt § ==
00 J=l1

N

1
[ﬁ—kau(t 9i () g, (t) dt]
1

0

||
Il
——mm—
<
I 3

<x,~1.22 3 jzkun w0 g0} <

1 1e
’ IZ k(D) @ (,)2} at <
[
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< (cp) f 2 Yy Z(szmdu%@,nz<m>2k;jz ()
.. J=1 ! =1

(t ist eine Zahl zwischen O und 1).

Somit ist
11 ;
J ’ Ki(s,0)9i(s) D ks (5 (1) | dstt| <
b s=1

< Zz;-:—.(@ m (¢p) l/ Sk @)
bE § =t

und man erhélt schliesslich durch nochmalige Anwendung der
Schwarzschen Ungleichung und Benutzung der Voraussetzung (¢')

! n f ! FE
!ij Ki(s.t) 9 (S)chi(f)% (t)
A= =1

<m (49)% {m (%) Z kuz t) } < m( Z m (<P)

J=1

dsdt:{<

|

ki () <

||MS

¢ Aiy
< km? (o) < m? (@)

im Widerspruch zu der angenomenen Gleichung (39).
Die zweite Stelle, an der die Voraussetzung (e} im Be-
weise benuntzt wuarde, ist die Ungleichung (36)

J=1
(]

1 1 2
{j Ki(s, l‘)fp(S)qu(f PL(), e ) i (D) ds dt <L

< ki mi2 () m* () E‘ﬁf (o (), 0n (D).

Auch in ibr konnen, wie die Ungleichung (40) zeigt, die
Zahlen k:# durch die Zahlen

32 ersetzt werden, w. z. b. w.
it
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§ 3.

In diesem Paragraphen seien iiber die Kerne K(s,r) die
gleichen Voraussetzungen wie im vorhergehenden Paragraphen
gemacht. Die Funktionen f; (s, 4y , s, -+, us) seien fiir 0 < s <1
stetig und nach den Verdnderlichen #,,u4y,---,u, fiir alle
Werte dieser Variablen zweimal stetig differenzierbar. Es sei
wieder

of;

Ji(s,ty s, ee,lly) = o (S§,Uy Uy, Un)
i

i,j=1,2,--+,n)
gesetzt, sowie der ,zusammengefiigte Kern®
K(s tupuy o un)=K; (s—i+1,f—j+ 1) fi{s—i+ 1L uy, tts,- -+, tin)
i—1<s<i
J—1<t <y
(51j=1’2:"'an)

fir

eingefiihrt.

Satz III. Das Qleichungssystem

1
W \lff(8)+jKi(s,l‘)fi(t,‘lfl(t),\lfz(l‘),'-'nlfn(t))dl‘=0
’ (i=1,2,---,m

hat genaw eine Lisung, wenn fiir alle n - tupel (p,(s), @a(S), - - + » @n(s))
von stetigen Funktionen und alle quadratisch integrierbar Funk-
tionen ¢ (s) des Intervalles (0, n)

" n n

(@ f f K(s,2,9:(5), 92(5), -, @a(s)) @(s) p(t) ds dt >—k f P*(s)ds

00 0
_ (k<1)
1st,

Beweis. Auch dieser Satz konnte ebenso wie der vorher-
gehende mit Hilfe des Caccioppolischen Theorems bewiesen
werden. Wir schlagen einen anderen Weg ein, um das zweite
in der Einleitung genannte Prinzip zu exemplifizieren.
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-t

(2}

pil(s),piz(s),"' ;qil(s)’qw(s)y"'

bezeichne wieder das vollstindige Orthogonalsystem der adjun-
gierten Eigenfunktionen des unsymmetrischen Kernes Ki(s,?),

0< iy A<l -+ -

die zugehorigen Eigenwerte. Die Losungsfunktion i (s) ist, wie
Gleichung (1) zeigt, quellenmissig durch den Kern K;(s,?)
darstellbar und lisst sich daher nach dem Funktionensystem
{pi(8)} (»==1,2,.--) entwickeln. y;, seien die Entwicklungs-
koeffizienten, dann ist wegen (4)

1
1 - or o0 o
{41) yi" + I:-j f?(tyz lylﬂplif(t>9 Zi}’zupz;«(f)’ Tty Z‘;iJ’nu pm«(f)}qa,-(l)dt=0
0 .u=: .H= !l: ¥

(z‘=1,2,---n)
y=1,2,.."

Die Besselsehe Ungleichung, auf dieses System angewandt,
ergibt

=1 wu=1

1
;’,1(/1;,, Vir)? < f Vi (f, D VPO oy 2 Vo P (t)) dt.
0

Ist umgekehrt ein Losungssystem {y. } des Systems (41)

gegeben, fiir das die Summen X (%, y:,)? kouvergieren, so ent-
r=1

spricht ithm das Losungssystem ( > v pir (s)) des Systemes (1),
r=1

und dieses hat die von den Losungen verlangten Eigenschaf-
ten. Da die Zuordnung zwischen den Systemen {y:,} und

{Zyi,.p.-., (s)) iiberdies eineindeutig ist, ist das unendliche Glei-

y=1{

chungssystem (41), wenn man nur solche Liosungen in Betracht

zieht, fiir die die Summen 2. (4, y:,)? endlich sind, dem Integral-
=1

gleichungssystem (1)} dquivalent.
Setzt man
Xiy == liv yia' 3
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so wird aus (41)

1
(42) xo+ | filt, X2, (0, 222 b (0), -, Zx"“pmm g () dt =0
P u=1)‘m u=122&¢

und die gesuchten Losungen miissen die Eigenschaft haben,
dass ihre Quadratsummen konvergieren.

Fir solche Systeme gilt der folgende Satz (der einfache-
ren Formulierung halber betrachten wir die Gesamtheit der
Zahlenfolgen mit konvergenter Quadratsumme als Hilbertschen
Raum H und verwenden die iiblichen Bezeichnungen der Geo-
metrie dieses Raumes) %),

Das unendliche Gleichungssystem

(43) Yo+ F (X, %y, )=0 (»r=1,2,.+4)

hat genau ein dem Raum A angehorigen Losungssystem, wenn
A. durch

(44) Vo= Fy (X, Xy y 00 ) (r=1,2,..4)

und

(45) You gﬁ; (X4, Xs,0+0)  (u=1,2,--1)

eindeutige vollstetige Abbildungen des Raumes H auf einen
Teil von sich definiert sind und
B. fiir die in den Variablen u, (v =1,2,--+) vollstetige

quadratische Form 2_1 dF u, u, an jeder Stelle {x,} und
{u,} in H .

Z,SF u, u, > —-kZu2 k< 1)
l(t— }L

gilt.
Um diesen Satz auf das System (42) anzuwenden setze man

XnG—1)y i == Xi »

1€) Der Beweis zu diesem Satz ist noch nicht verdffentlicht.
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(46) Frg—typi (Xg, Xgy 0+ 0) =

-xn = x —
MJZtZ ‘”“AM)Z'@f*mm

w==1

Zﬁﬁﬂiwmﬁwm

p=1 An

Dann schreibt sich das System (42) in der Form (43).
Es ist wegen der Besselschen Ungleichung

o0
3 F G5, <

1

<,~_Z, 12 (t 2 Xn (u—1)41 py(t),--'»z—%—(ﬁi-)ﬂ—pnu(t))dt
0

w=1 }*1 #“ =1

also wird durch (44) eine Abbildung von H auf einen Teil von
sich gegeben.

Seien { x,”} und {x,” } zwei verschiedene Punkte aus H.
Nach dem Mittelwertsatz ist

Fro-yri(xy’ X2’y oo o) — Fappyi (21", X2" ,»++)

1 -
n o 2 ” "
22 X 1+i—X nle—1)+j Xn (p—i
[ n(e— H),l- et ) £ (t’zl n(,;d LT
1o u== B

5 I=te=l

Z xm:;;:nmpnu(t))} gi () dt

({x, ) ist ein Punkt auf der Strecke mit den Endpunken
{x,},{x",}). Mit Hilfe der Besselschen und der Schwarzschen
Ungleichung erhilt man daraus

1) 2”(F,(xq,x',,--.)--F,(x'q,x"g,.--))

=1
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ZJ {ZZ {x n<oﬁn1~j"x "("_”Hp'g(t) )

e X |’
fi}‘(ts 2 __(.l_l)’ﬂpiﬂ(t)y"')]idt
=1 f1e

2

1 n o X ( ”+._x" (o) +i
2‘1 n(e—1)+j nlo—1)+j .
f (Z 7 Pie (t))
“= o=t jo

n

2 2 ;ﬂ L
* jdii(t5z (-l “+1P11¢({),"') dt
J=1

n

=1

[J,:i {n

o (5 & Xn— -
— jzéj(t , Z ‘n(rzl 1)_‘_&11)1”(1) g
b "

N
.

X nte—1) 17X "nte—1) 13
P (t))
hi=1 ‘j ( p=1 }')0

(t ist eine Zahl zwischen O und 1.

Da nun zu jedem ¢>0 eine, von der speziellen Wahl der
Punkte {x'.},{x",} aus einer beschriinkten Teilmenge von #
unabhéngige Zahl N gefunden werden kann, so dass

) 2
. E X —x" — . 1 & "
DI e = r e b ()] dE 5 — 31 (X X
. Ajo iy &
0

o=

kleiner als ¢ wird, folgt aus der Abschiitzung (47) die Voll
stetigkeit der Abbildung (44).

Nach (46) ist

0
e e FTl y— H . ) -—
(48) e Fro—nt (X1 + Xp )

fftx(f i x'n() 1)Lt Dio (t),...)p_j}.u__(i)

f

g (t)ydt.

in
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Die Besselsche Ungleichung ergibt

© () 2
E( I__Fv(x1)x27"'))<

l 2
<2J (fij(f,i fﬂo_lfl:)il_plg (’)"")%’;it))dt:
O ~ <

e < B Xn(o—1)4 ¥ Sy Xnlo— n ”
.Zfif(f,Z Tzt p @y, B ﬁip,,g(t)) ’

o==i no

(t ist eine Zahl zwischen O und 1), und daraus folgt weiter

o) 0 2
(49) Z (—O-;Fv(x11x2”"))<
=1 #
7 0 1 of ~ © Xl o —
<X 1réfia"((f),z——(%L)ﬂm.u( ),"')-
i, j=1 u=1 Jr o=1 to

Aus der Ungleichung (49) ergibt sich zunichst, dass durch (45)
eine Abbildung des Raumes H auf einen Teil von sich gegeben
ist. Durch eine gans dhnliche Abschitzung wie (47) beweist
man, dass diese Abbildung auch vollstetig ist. Auf die Einzel-
durchfithrung dieses Teilbeweises verzichten wir hier der Kiirze
halber.

Die Bedingung (A) des zitierten Satzes ist also im Falle
des Systemes (42) erfiillt.

Aus der Ungleichung (49) folgt ferner, dass die in den
Variablen u, quadratische Form

& 0
Z b—x—;Fr(xl,Xg,"‘)lI”ﬂy

pyv=1

an jeder Stelle {x,}des Raumes H vollstetig ist; denn dafiir
ist hinreichend, dass die Quadratsumme der Koeffizienten kon-
vergiert. Nun ist nach (48)

= 0
(50) 218};FV(X1,X2,"')H,4u,,:

pov=
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1

[fz’j(f»i ﬁ‘(‘i“:i)i"iple(f),"')-

i, j=1 5 o=1 3
& Un [ 3 7]
2 ﬂ;ﬂﬁpfﬂ () X ta-1)+i g (t)} dt .
=1 * 1
Setzt man
(51) i Unip—y+iGin() =i (t)  (i=1,2,-++n)
(23 |
pO)=ei(t—i+1) fur i—1<t<d,
s0 wird

1
=2 u” — 4"
2_(:?1)_-2pj“ (f) :J_KE(?;S} ?9)‘(3)55:
1
i

p=1

und daher schreibt sich die Identitdt (50), wenn man noch die
zu Anfang dieses Paragraphen eingefiihrten Bezeichnungen ver-
wendet und

Piu () = piu t — i 4-1) fir —-1<t<i (1=1,2,-:-,n)
setzt, in der Form

© 0
E &;F)’(xi ,x2,“‘,)ll#l£,,:

#y r=1

i 4
i Ey Xnfomt)L1
=X [ [ om(6 5252 00, ) @Ont s a
W=ty s ’

o=|

X

& xn o— n{o— n
:jfk(s’ty E _J:le)ﬂplg (S),.'.) E 'xﬁ(zi)i‘png(S))(P(S)(p(t)det.
6 8 e=1 ¢ "

a=1

@ (s) ist eine quadratisch integrierbare Funktion des Intervalls
(O, n), daher ist nach Voraussetzung (d) und Definitions-
gleichung (51)
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o0 0 .
21 ox.u Pv(xl 7x2 [ ') u!‘ uy==
:jJK(s,f,--~)¢p(s)q){t;dsdr>—kj@2(s)ds=—k§uﬁ.
& A ) r=1

Es ist in unseremn Falle also auch die Bedingung (B) des zi-
tierten Satzes erfiillt und damit die Richtigkeit der in Satz 111
ausgesprochenen Behauptung bewiesen ¥%).

Bezeichne K;(™i) (s,t) den ,verarmten Kern®

Ki(mi> §, t) - Ki (s , f) . 21 Div (S;'in (t)

v=1

(i= ’2""}3)
und KCtomgema) (s F Ju, Uy, +++ , in) den zusammenfigten Kern

KOryomgsoeosmu) (§ 0 F 1 By, oy ln) ==
;“'Ki(mj)(s_—i'%—l’t—j+1)ﬁi(s“‘i“}—laulyaz,"' , Un)
i—1s<i
J—1<1<j
(i,j=1,2,--+,n).

fiir

Zusatz zu Zusatz Ill. Gibt es n natirliche Zahlen
My My, My von der Art, dass fir alle n-tupel [5‘ (s), ‘;2 (s),---
-+, @n(s)) von stetigen Funktionen und alle quadratisch integrier-

baren Funktionen @ (s) des Intervalls (0, 1)

n

(@) fj K(ml,mg,..,,mn)[3,3,;1 (s) ,;2 (S),---,t;n(s)) o(s)p(f)dsdt
§ ¢

>—~kf<p2 (s)ds (k< 1)

0

I7) Wie der Gang des Beweises zeigt, braucht die Voraussetzung (d)
picht fir alle quadratisch integrierbaren Funktionen u (s) des Intervalles
{0, n) zu gelten. Es geniigt, dass sie flir die in (51) definjerten Funktionen
u(s) erfiillt ist, die dadurch charakterisiert sind, dass ihr dem Intervall
i —1=3s<j angehoriger Teil nach den Eigenfunktionen g¢i, (s) des Kernes
KE; (s, ¢} entwickelbar ist.
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ist, so hat das Inlegralgleichungssystem (1) genau ebensoviele Lisun-
gen wie ein bestimmies Gleichungssystem mit n - (m,+my+ -+ + i)
Zahlenunbekannten.

Beweis. Nach Satz III hat das Gleichungssystem

ey

!
pil i) (s) +J Kitmid (s, 0)fit ?2)’19 P (8) 1,00 (), -
8 =1

Ay,

e, EJ’N:» P (E)-F a0 () dt=0 (i=1,2,-++,n)

w=1

bei beliebiger Wahl der Konstanten y;, genau ein Losungs-
system y"i) ()= ™1 ($ , Yoy« Y1z * - » Yum, )- Wegen der Aequi-
valenz der Systeme (1) und (41) entspricht daher jedem Lo-
sungssystem y;, der n. (m, + my, + -+ + my) Gleichungen,

ﬂl’

1
1 2:
Vi + 1 ffl(t ) V1w P1a (t)+WI(m1} (f;}’n s Yz ;ynmn) st
A W=

lﬂ”

Tt Ynp. Py, ) + Wn(m") (t1y11 sVigy " ,ynmn)) qi ()dt =0
1

=

genau ein Losungssystem
ny

Wi (3) = Eyiﬂ-pip. (S) + ‘/’i( i) (S Vi Vg ;ynmn)

u==1
des Systemes (1).

Die Voraussetzung (d) des Satzes III kann auch folgen-
dermassen ausgesprochen werden: Der grosste negative Eigenwer-

des symmetrischen Teiles des Kernes K(s, £, ¢,(s), @a(s), -+, @n(s)) 1#

18} Unter dem ,symmetrischen Teil der Funktion f(s, )« verstehen

fls. )+ 7. 9)
5 .

wir die Funktion
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ist fiir alle n-tupel (p,(s), @(s), - -+, Pa(s)) nicht grosser als — 71—{ .

Daraus ergeben sich leieht verschiedene Bedingungen fiir
die "'unktionen fi(s,u, ,us, -+, us), die hinreichend sind fur
die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen der Systeme (1).

So enthilt z. B. der Satz III als Spezialfall einen Satz,
der nur wenig von Satz II abweicht. Es lisst sich aus ihm
folgern, dass das System (1) eine einzige Losung besitzt, wenn
die der Voraussetzung (¢’) ganz dhnliche Bedingung

i

17 1 ¢
() 2}:;5]?12(8,lll,llgy”~,lln)<k2<:],

5i=1

und alle Werte der
Uy, Ug y o »+ y Un

( fir 0<C{s<1 )

erfitllt ist. Man leitet nimlich in ganz derselben Weise, wie
die Ungleichung (40) aus der Voraussetzung {¢’) gewonnen wurde,
aus der Bedingung (¢”’) die Ungleichung

11
2“& (£, /(1,00 , 02 (0), -+, (D) pi(S) s (O dsalt| <
W=

<X
1
<k j it (s) ds
=1~
g

ab, die in der Bezeichnungsweise dieses Paragraphen auch so
geschrieben werden kann:

won n

;j K (5,8, 9(5), 8 (5), . 7n(s) ) dsdt <kf<pz(s)ds.

Y
0 v U

Die Bedingung (¢”) hat also die Voraussetzung (d) des Satzes
III zur Folge und daraus ergibt sich die obige Behauptung.
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