Transformation et intégration d’'une équation différentielle
du premier ordre

Par
DRAGOSLAV MITRINOVITCH

[7équation différentielle

() A(%>'+~>By Yioraep @ oy =

(A, B, C, D, E, F sout des fonctions arbitraires de la variable
mdepend‘mie Xx) se rencontre dans phxsnems problémes de la
Géométrie infinitésimale.

Ainsi, par excmple, les problémes suivants se rameénent a
une ¢quation de la forme (1):

1° T.a détermination’) des asymptotiques de la surface
z=f(x)y* + o)y ¢ V),
o de la surface

_(mx-+ny+f(x

y+ex

ot f, @, V sont des fonctions quelconques de x, el ol m et n
sont deux constantes ueleonques;

) Dragoslav Mitrinoviteh, Recherches sur les lignes isymjito-
tigues (cot article paraitra dans le Bulletin de U Académie royale serbe).
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20 La détermination') des lignes de courbure de la surface

3% La détermination? des courbes planes dont Vare s est
de la forme

s=of (0) -+ 2 (B),

o étant le rayon veeteur, f ot ¢ des fonctions données de 'angle
polaire 8.
Ceei justifie Uintérdt qui se rattache a la recherche suivante
sur fa transformation et Pintégration de 'équation différenticlle (1).
N. Alexéieff3) et G. Hamel?) ont indiqué dautres
transformations de Uégnation (1), mais la notre se prétte mieux
au problome de Pintégration de cette équation,

L
Dans les eas o
10 3 A B D]
B C E =0,
D E F |

I'équation (1) se décompose ¢n deux équations linéaires;

A A =0, =z 3 — AC = (),
1) Nous noug occeuperons de ee probléme dans un travail gui paraitra
prochainement,

D Dragoeslay Mitrinoviteh, O diferencijuligf jednafini ravail
royale serbe, 1. CLKV, 1935, p. 159).

3y Sur Tinlégration de Uégualion  Ay?+Byy'+Ci2-+-Dy' - Ky-+-F == 0
(Comptes rendus de T'Académie des Seiences de Paris, t, LXXXVII 1878
P 641—643).

4 Transformalionslheorie der quadralischew  Differentialgleichiung  erster
Chednsing:

Ay 242 Byy' 402+ 2Dy 2 Fy+- F==0

(Sitzungsherichte der Berliner Mathemedischen Gesellschaft, XXXI, Jahrgang
1934, S. (66—93).
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I'équation (1) se réduit & une équation de Riceati;
30 A=0, A0,

I'équation (1) prend la forme

dy G +2Ey +F
dx 2(By + D)

.

Nous laisserons de ¢dté ces trois cas dans lesquels 'équa-
tion (1) est une équation algébrique du premier ordre et du
premier degré et nous allons examiner les cas définis par

1 A£0, A0

0 A£0, A=0
IL

Si

A F0, A0,
équation (1) s'éerit sous la forme

] ;o , 4
(Y +ay+b) (¥ +a,y+by) + ¢ =0, (y :7.9,

7
ou bien

@) y*Hata)yy' +aay y b+ by) y'+-
~+(ab,+a,6)y+bb,c=0.

La comparaison des deux équations (1) et (2) conduit aux
relations:

B
a+a,:-ﬁ2—[,
aa _‘*Q

Y"WA ’
b+bj*2~[v)—
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E
ab1+a‘b:2—14“ y

. F
hbl+€*? .

En résolvant ces relations par rapport a a, ay, b, by, c,
on aura les deux systdmes des valeurs, dont le premier est:

(3) =

D}A—BD J.—AE,
Al

- 1 1A B D

,—""‘“TA‘—"" . N

4 B CE

b, =

D E F
Pautre s'obtiendra en permutant @ avee a;, b avee by, ¢ restant
le méme.
Iéquation (2) s’éerit ainsi:
y'+ay+b==,
c
’ i N
y +01J’“rb1 o “'} ’

(> est un paramétre variable), ot Pon tire:

) Y= ""a=ayx ’
) p a, \*--(ab,—a b) r--ac ‘

{a,—a) 7.
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Exprimant maintenant que (4) est la dérivée de (D), on
trouvera pour 7. I'équation différentielle

dh _ MABLN2E-LP

©) dx e
ont)
M=[log (a—a,)] —ay,
| N=b'—b,"—(ab,—a,b}—(b—b,) [log (a-—a})],
(7

P=clog(a—a,)|—ac—’,
Q: €,
les fonetions a, a,, b, b,, ¢ étant définies par (3).

En ee qui concerne Pautre systéme des valeurs poura, a,,
b, by, ¢, par Ia transformation

R o }‘?— (bl"—b) A +¢
(h) y — (al,___a) Y ’

Péquation (1) prend la forme

dh  Mp3-Npe-pyi

) e AEQ
ot
M,=[log (a,—a)]'—a,
0 Ny = b,'—b'—(ayb—ab,})—(b,—b) [log (a,—a)],
(10) Py=c[log (a, -a))—a,c- ¢,

QI:-_-—- )

a, 4y, b, by, ¢ étant déterminés par (3).

On peut aisément montrer que les résolvantes (6) et ()
de Péquation (1) sont dquivalentes, Iin effet, si dans les relations
(8) et (9) on pose

1y Llexpression }{511:. [log {e—ay)] sera désignée par [log (a—a)}. Les

lettres accentuées désignerons, dans ce qui suit, les dérivées prises par
rapport a .
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}\.1
c

}»:’““

)

elles se transforment respectivement en (4) et (6).
Par suite, léquation différentielle (1), dans le cas ofr

e effechwant sur la fonction incornue y la fransformation vationnelle

(bbb
 (a—a)n

’

se raméne o Uéquation

(0 ). MRHNREEPL
' dx 124Q ’

ot les coefficients a, a,, b, by, ¢, M N, P, Q sont définis par
(3) et (7).

HI.

Suivant le procédé qui vient d’étre exposé, on peut
foujours ramener P'équation différentielle (1), dont les coefficients
sont assujettis aux limitations indiquées, a I'équation différen-
ticlle (L1).

Proposons-nous maintenant le probletme inverse consistant
en cecl:

Etant donwée une équation diffoventielle de la forme

di.  MMNI2-LPI.
dx 2Q ’

déterminer l'équation correspondante (1),
Pour résoudre ce probléme, reportons-nous aux relations (7).
De la derniére de ces relations il suit que

c=— Q.

Lia premidre et la troisitine des relations (7) peuvent
s'écrire: ‘ :
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M=[log (a--a,)]'—a,,
(12) £, = — o(q— g A_I
Q “On ((l al)l i a + Q ’

d'ont Ton tire, aprds Paddition,
(13) a—a=nr P29

En combinant entre elles les relations (12) et (13), il vient:

o= s 252 +22.

a, = [log‘ (M—F PEQ’)JI -— M.

Enfin, si Pon considére 'une des fonctions & et b, comme
arbitraire, par exemple b, Pautre sera definie, d’aprés la deu-
xieme des relations (7), par une équation différenticlle linéaire,
a savoir

g 1@ b, -+ 9l =0,

ol

¢ (x)=N—b'+-Mb.

Pour avoir Péquation (1), il faut déterminer les rapports
B C D E

’ 0 3 3111 ? Ang
X A A A’ A d’apris les valeurs trouvées de a, a,

b, by, ¢, ce qui se fait aisément.

Or, i une équation envisagée de la forme (11) correspondra
une équation de la forme (1) dont les coefficients conticndront une
fonction arbitraire,

Cette remarque présentera un intérét particulier toutes les
fois que I'équation initiale (11) est intégrable par des quadratures.
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Premier exemple. Dans le cas ol
(14) M=ay, N=a, P=u, Q=u;+u,x,
ap ftant des constantes quelconques, 1'équation (11) devient

dx  ugtax-iE

di. a2 g

or, la détermination de x dépend de Uintégration d'une équation
linéaire.

En partant des fonctions (I4) et cn procédant de la ma-
nitre oxposée, on parvient a une classe d’équations ndégrables
de la forme (1).

Second exemple. Assiguons a les fonctions M, N, P, Q les
formes snivantes:

M=, N=a,, P=a,,
Q==a, b ugX -+ Uy X7,

ap étant des constanies queleongues; Uéquation (11) prend la
forme

dr  aytagxfapx®4-n?
dx

- 8” PR -~ >
BOVAE S RAS S 8

or, pour 2 une équation de Riceuati

En partant de cette équation, on obtiendra une  classe
d’équations de la forme (1), réductibles a I'équation de Riccati

IV.

Envisageons maintenant le cas parabolique de Péquation
(1), ¢'est-a-dire le cas ol

A+0, A=0.

[/équation (1) s'écrit alors sous la forme
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(15) (Ay'+By)® : A(2Dy +2Ey + F)==0.
SiPon y pose
(16) y=ur?+BA+Y,
ot
1

(17) CSUED AE)
1q b
(1%) B BD—AE’

AF

o Y 3 (BD—AE)

eecl fournit les deux équations suivantes:

(o0, 95 (ACBa) 2 (CAY BB+ 1) b AY'- By
odx A (2a2+8) :

@ @ (AL —Ba) ity (—AR—Bg—1)).—Ay'—By—-2D
dx A (Qan+) '

Les équations (20) et (21) sont ¢éjquivalentes entre clles.
En effet, si 'on pose, dans les relations (16) et (21),

= iy 2D,

on obtiendra respectivement les relations (16) et (20).

Par suite, dans le cas considéré équation (1) est rédusti-
ble i Uéyuation (20) en effectaant sur Il fonction inconnue y la
transformation ralionnelle

y=wir-Be4y,

o, 3, v étant définis plus haut.

V.

Kn cherchant la forme de I'équation différentielle suivante:
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2 [ BQ Q ;) I3 - -
Ay +2Byy 2V +2Dy"4-2Ey -+ F=0,

qui correspondra & une dquation différentielle

dr. pX) R py(x) b pyl(x)
dx r4-pa{x) '

on parvient au systtme d’équations différentielles:

—Ad—Ba_
T %A = Do,
—AF—B3+1 _
2A0. =P
—AY'—By
JAc Y
3
B

On peut supposer que
Al

ee yui ne restreint pas les résultats qui suivent,
Les dernitres relations deviennent alors:

(22) LB,

a Sasfl__y,
(21) }1 + B —2p,,

(25) o=

D'aprés les formaules (17) et (19), il 'ensuit de la relation

(25) que
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(26) D=p,
La relation (23), d’aprés (18) et (26), devient

o 1
4+ 9Bp, e — == . Dp
o« g o7 £ o “py

(27) 2ps' -+ 2ps

La relation (22), aprés la multiplication par —2p,, prend
la forme:

‘

(28) —9p, —

—9 Py
o 2BPs=4pops.

Par 'addition des membres correspondants des équations
(27) et (28), on obtient
|

(£9) oL =" s .
2{ps+py'—2pup,)

En tenant compte maintenant de (29), on a, selon la re-
lation (22),

(30) B = [log (p;+p,'—2p.ps) | —2 p,.

Au lien de la relation (29), en vertu de la formule (17),
on awra

Bps—E=p~+p,'—2p,ps,
ce qui donne
(31) E -=[log (prtps'—2 pops)l—p1—p,'.
Pour déterminer le coefficient F, il faut préalablement de-
terminer la fonction ' de la relation (24), qui est

d -
Ei% + By - Zap, -0,

or, une équation lindaire pour y.

La fonction y éant ainsi trouvée, on a, dapres la for-
mule (1Y),
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(32) F=-1,
a

Or, ke probléme proposs se riésout par les velations (26), (30)
(31), (32).

On arrive ainsi au résultat suivant:

L'intégration de I'équation

(33) (y'+By)? - 2Dy’ + 2Ey-+ F=0
et Pintégration de Uéquation classique 4 Abel

dh _ per2+pii+py
(34) A i —
x )
constiluent dewx probldmes éoiivalents,

On connait des nombreux cas d’intégrabilité de Péquation
d’Abel (83 et, par suite, on awra de méme des nombreux
cas d’intégrabilité de I'équation proposée (33).

Parmi les travaux, ayant eu powr Uobjet Vintédgration de
Péquation (34), nous citerons en particulier ceux " A bel'), de
Halphen?) et &' Ellio?).

Des cas d’intégrabilité de I'équation (34) peuvent dtre four-
nis aussi par le prozédé?) suivant.

Si dans Pequation différentielle

oo dx

(39) == A{x)--B(x)t

dt
on fait la substitution
t=a(xX)+b(x)x,

1 Ocnrres complétes de Niels Henrik Abel, nouvelle adition, pub
liee pav [. Sylow ot 8. Lie, Christiania, 1881, t. II, p. 26—35.

Y Sur Uintégration dune équation différenticlle  (Comptes rendus de
UAcadémic des Sciences de Paris, t. LXXXVI, 1879, p. 562--565).

8y Sur wne équation du premier ordre ol Uéguation de Jacobi (Annales
scientifiques de T'Eeole normale supériewre, troisiéme série, {. VI, 1800, p. 101,

§ Dragoslay Mitrinaviteh, Cuos dintégralalité dune certuine
clusse d'équations diffirentielles algébriques du premier ardre (Bulletin de U Aca-
démie royale serbe, Classe des Sciences mathématiques et phyeiques, A1, 2,
1935, p, 247-—248).
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on aura
d.  —Bbb'22—[Ba'b +(A+Ba)b'|i.+1—(A+ Ba)d
dx Bb5.+(A+ Ba)b '

St alors on envisage Péquation différentielie

s ax _ o o B®
(36) dt = A(x) - F

et si on v effectue Ia substitution
t=a{x})+ b{x)},
on arrive & Péguation

di. _ —AbY'i i [b—(Aa+B) b'—Ad'b)).+a-—(Aa+ B)d
ax Ab*r - (Aa+B)b

et Uon en tire le résultat suivant

Chague cas &intégrabilite des équations (35) ol (36) fournira
une équation intégrable de la forme (34) dans laquelle figurera les

dewr fonctions arbitraires a(x) et b(x).
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