Propositions sur les fonctions méromorphes

Par

MICHEL PETROVITCH

L. Toutes les fois que Pintégrale indéfinie

(1) szxdu

oi u est le ogarithme d'une fonction méromorphe y de x| s’exprime
comme logarthme d’une fonction méromorphe v de x, les zéros et
les poles de l fonction y sont fous wéels et égava it des nombres
commensurables.

En effet, le

&) j xd(logy) - f Y dx = log v
y

on tire par différentition

7 7
3 w_Y.
®) 2

Iintégrale curviligne
L- f )9;— dx

prise le long d’'un cercle suffiseyment petit, qui ne eontient
qu'un seul zéro z=a de y, a por valeur le résidu de la fone-
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/
tion )—?’i par rapport au pole x=a, multiplié par 2ai. Ce résidu

gtant ma, ol m désigne ordre du zéro a, on aura
(4) L = 2mani .

D’autre part, d’aprés (2) et (3) I'intégrale L s’écrit
) L=f—"v—dx=2ni(/w—1v)
¢

ot M désigne le nombre des zéros, et N le nombre des polzs
de v dans le cercle C.

Si aueun zéro et aucun pdle de v ne coincide aveec a, on
peut rétréecir le cercle C de maniére qu’il ne contienne azcun
de ces zéros ni de ces poles. Dans ce cas on a M=0,N=0,
et par suite, d’aprés (4), a=0.

Mais si a est un zéro ou un pole d’'ordre n de v, Jn aura

L = 2nni ou bien L = —2nni
et par suite, d’aprés (4) et (5)

2mani = 4+ 2nxi
c’est-a-dire
a= + n .
- m

Si 4 la place d'un zéro @ de y on consdre un pdle g de
cette fonetion, on a un résultat analogue pow B8, ce qui démontre
la proposition.

On voit également que

Il. Le nombre commensurable égg & un zéro ou a un pole
de y, étant exprimé sous sa forme imguctible, son dénominateur
est un diviseur de Uentier exprimant ‘ordre de ce zéro ou pile.

Il s’en suit que

HI. Toutes les fois que U'intdrale (1), o u est le logarithme
d'une fonction méromorphe y Z?mt tous ses zéros et tous ses poles
simples, s'exprime comme logabthme dume fonction méromorphe,
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les zéros et les poles de y sont tous réels et égaux 1 des nombres
entiers.

Enfin, la méme démonstration s’applique a la proposition
suivante :

IV. La fonction g (x) n'ayant pas de singularités, dans le plan
des x, foutes les fois que Uintégrale indéfinie

./=fg(x)du

(u étant le logarithme d’une fonction méromorphe y) s exprime comme
logarithme d'une fonction méromorphe v, pour chaque zéro et pour
chaque pile de y la fonction g (x) prend la valeur édgale & un
nombre réel commensurable, ou & zéro.

Ce nombre commensurable est un entier dans le cas ou
les zéros et les poles de y sont tous simples. Ainsi, toutes les

fois que lintégrale
J= f 2" du

(u = logarithme d’une fonction méromorphe y, m = entier po-
sitif) s’exprime comme logarithme d’une fonetion méromorphe
v, chaque zéro et chaque pole de y est la m — iéme racine d’'un
nombre entier réel.
On vérifie les resultats sur les exemples suivants.
Premier exemple : soit

u=1logy,
y=a-bs?.

La fonction y n’a pas des pdles; elle a comme zéros

1/ a 1/ a
alz_“l‘l/*b— agle—b".

17intégrale J s’ecrit

22dz dz
J‘—fzdlogu—b m——z—'afm.

A Taide de la formule intégrale
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dax 1 a-tx
frtz———x” _vZJ]Oga—x

en y posant

P g ila_,
b - ’ 247 b
on trouve
dz Z+lt)
“j‘m— @log>—

et comme l'on a identiquement

z
z=wloge”
I'intégrale J s’écrit

J=w 10ge5+wlog§iz = logv

o= (2] = (22

2w xi — w

Toutes les fois que v est une fonction méromorphe de
x, la constante w est un nombre entier réel. D’autre part, les
deux zéros uniques de y sont

ay = ~—-—iV—Z~=A2m

)/ a
Uy = +l l/b— = —f—Qm
et ils sont alors des entiers réels.
Deuzitme exemple: soit y un polynome P(x) ayant pour zéros

] Uyy Ggy* vy
d’ordres respectifs
my, My, -+, M .

Si Pon considére lintégrale

J=fxda

u==log P(x)
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on aura

n me X
x—“"al X—(Zg x*'“’ah

xdi = xP(x)dx=( m, X

P(x)

et par suite
J= ¢ (x)+ log v (x)

u
" @ (x) = my (x — o) + my (¥ — az) + -+ - e (x — ar)
P (X)) = (X — a,)™M% (x — a,)"2 % e oo (x — ap)™kh
On peut done écrire
J=logv
olt

y = e'f’(x)c w(x) .
Toutes les fois que v est méromorphe, tous les produits
my a, s My Og y* ** My Gy

sont des entiers réels; les zéros de y sont done des nombres
réels commensurables.
Troisieme exemple: si Pon envisage 'intégrale

J=fz2du

u=logy , y=a+x
on trouve que J s’exprime sous la forme
J=logv

(atz)®
p=e¢ ?

— 2atx)

@+ 0.

Toutes les fois que v est méromorphe, a* est un entier
réel; 'unique zéro x = a de y est donc égale a la racine carrée
d’un nombre entier.

Quatriéme exemple : considérons l'intégrale

szg(z)du

g()=e*sinz, u=logy, y=sinbz .
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On aura

J=25b f e* sin bz - eotg bz dz =

be™ (a cos z--b sin bz)
aﬂ + b2

:bje‘”eosbz-dz-: = 4(x)

et Yon peut écrire
J=1logv
v = " = fonction entiére .

D’autre part, les zéros de y sont

z= k=0,+1,4+2,--4);

pour chacun de ces zéros la fonction entiére g (x) prend la va-
leur zéro.
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