Etude sur 'application des transformations de contact
a l'intégration d’équations diftérentielles

Par

NIKOLAS SALTYKOW

1. 1l s’agit, dans les lignes qui vont suivre, d’étudier les
cas particuliers remarquables des transformations tangentielless
ou les équations différentielles transformées deviennent des
équations fonctionnelles indépendantes des dérivées.

Un exemple, le plus simple, est donné par 'équation dif-
férentielle ordinaire classique de Clairaut,

y—x' =10y .
l.es deux fonctions
X=y', Y=y—uy
définissent bien une transformation de contact. En introduisant
les nouvelles variables x,,y;,y, au moyen des relations
Y=x, Y= =y, =—¥,
I’équation considérée de Clairaut, en nouvelles variables, devient
indépendante de y':
Yi=1(x) .

S. Lie s’était servi de ses multiplicités intégrales, pour
expliquer les difficultés qui interviennent dans les circonstan-
ces citées. D'autre part, le professeur V. P. Ermakoff avait in-
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génieusement tranché toytes les difficultés en démontrant de
quelle maniére que l'on pouvait néanmoins obtenir l'intégrale
de ’équation primitive donnée. Dernidrement M. N. M. Gun-
ter avait étudié la méme quéstion, dans son livre sur l'intégra-
tion des équations aux dérivées partielles publié en russe,
en se basant sur les multiplicités intégrales de S. Lie. On trou-
vera, dans le présent travail, plusieurs considérations complé-
mentaires qui seront développées, concernant les intégrales de
S. Lie, de point de vue sur lequel nous avons toujours insisté?).

2, Considérons, dans ce but, les formules générales
i X(x,y,y’):x, ’
(1) <| Y(x,y ,J") =¥V
v P,y Y)=um,

les fonections X, Y, P étant distinctes par rapport aux ancien-
nes variables x,y,y dans un domaine bien déterminé de la
variation des variables.

Les formules (1) définissent une transformation de contaet,
si les anciennes variables, amsi que les nouvelles x,,y,,3,,
vérifient respectivement les relations

@) dy—y dx =0
(3) dy, —y/ dx, =0 .
Cela étant, supposons qu’une équation différentielle ordinaire

(4) F(x,y,y)=0

devienne, en nouvelles variables, indépendante de la dérivée y,’.
Supposons, done, que Péquation transformée donne :

(5) V= f(xl) .

Or, les nouvelles variables vérifiant la relation (3), il s’en-
suit, grice a 1’équation (5):

LS () — ' ldxy =0 .

1} N. Saltykow -~ Sur les intégrales de 8. Lie (Comptes rendus, 1903),
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Il y a deux hypothéses & considérer :

1°,

(6) dx, =0, x, = C,
C désignant une constante arbitraire, ou
20

(7) no=1r(x).

On remplace avantageusement, pour composer les intégra-
les correspondantes de 1'équation (4), Pensemble des formules
(1) par celles qui en dérivent, grace a la formule principale de
la transformation considérée, & savoir:

(8) D(x,y,%,n) =0
et par ses deux équations dérivées
o0 | 0P
[¢ bl ZF Y
e o T 3y 0,
o0 | 0D,
(10) d}:—leEyI = ().

Substituons, d’abord, dans la formule (8) les valeurs de x,
et de y, résultant des formules (6) et (5). On en tire immé-
diatement Dintégrale générale de 'équation donnée (4) sous la
forme suivante :

(11) (D(x»)”c,f(C)):O'

D’autre part, la substitution des valeurs (5) et (7) de y,
et de y’,, dans les formules (8) et (10), produit lintégrale sous
la forme de Pensemble des deux équations:

¢(xavix1:f(xl))=0 ’

(12) > 0D,
E;—*_Wj (xl) =0 ’

ot x, joue le role d’'un paramétre variable. C’est Pintégrale sin-
guliere de l'équation (4) que les formules (12) réprésentent.
On voit aisément que ces derniéres formules définissent bien
Pintégrale singulidre qui s’obtient de Pintégrale générale (11),
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au moyen de la méthode de la variation des constantes arbi-
traires, le paramétre variable C étant remplacé, dans le eas
considéré, par lu désignation x,.

3. Passons, o présent, 4 unce équation aux dérivées parti-
clles du premier ordre 4 une fonction inconnue z des deux va-
riables indépendantes x et y. L’extension des considérations
exposées sur 'équation généralisée de Claiiaut a été faite an-
téricurement par N. Saltykow 2).

Considérons maintenant le cas géndéral d’unce équation
queleonque aux dérivées partielles du premier ordie:

(13) Fx.y,z,p,9)= 0, )
p et ¢ désignant respectivement les dérivées partielles 5;
ct O_Z

dy °

Supposons que 'on ait une transformation de contact

X(x,y,2,p,q) =X, ,
Y(x,0,2,p,9) = Y »
(14) Z(x,y,2,p,q) = 2z, ,
P(x,y,z.p,q) =Py
Qx,y,2,0,9 = ¢,

les anciennes et les nouvelles variables,

Xy V5% 501541

vérifiant respectivement les relations suivantes:

dz = pdx + pdy ,
(15) dzy = pydx; + gy dyy -

Supposons que P'équation étudiée (13), étant transformée en
nouvelles variables, devienne indépendante de nouvelles dérivées:

(16) zy = f{x,9) .

2) N. Sultykow — Sur la théorie des éyuutions aux dérivées partielles
du preavier ordre d'une senle fouclion inconnue. Parls, Gautlier—Villars, 1924
Chapitre XL p. 157, Ne 103,
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Par conséquent, la formule (15) prend la forme suivante:

(gi*ﬂ:)dxl”}_(%{i —ql)dh =0,

1

Il v a done lien d’'examiner les trois cas suivants:
1°,
dx,fﬂ, dy;:O’
ou bien
(17) Xl = C: 3 }’1 = Co 5

C, et C, deésignant deux constantes arbitraires;

90
= s
l »= o),

{8 d d )
(%) l 5){:‘401_{"?9’(%}(\%;‘01):0»

o désignant une fonetion arbitraire ;

243
3 Y

0
=0, —d——}{]——q,:O.

(19) L/

ox,
Remplacons les formules de transformation (14) par celles
qui en dérivent, au moyen de la formule prineipale de ia trans-
formation considérée et les quatre équations dérivées de cette
derniére ;

(20) (D(x,)’,z,x],yl,zj):"()
i | 0P b | 0o
DA i 2 L g o=
ox k oz F 0. dv ' 0z g=0.
odr g odr | o
9 o+ vy U g
(-‘l) ox] { ()Zl Pn 0 s d}/‘ I 02‘ ql 0 M

It suit de la formule (20), en vertn de la formule (16) et
des intégrales (17), I'intégrale complete de I'équation donnée (13):

([)l-_x,y,Z,C|,C2,/(C1,(;2)J=‘“,

i deux constantes arbitraires C; et C, .
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Llintégrale générale de I'équation (13) est définie, grice
aux formules (20), (16) et (18), par Pensemble des deux équa-
tions suivantes:

(D[x,y.z,x,,tp(x,),j(x,,qo(xl))]=0
5T ¥ W G [ )| =0,

a une fonetion arbitraire ¢ d’un parametre variable qui est ici
désigné par x, .

Enfin, l'’ensemble des formules (20) et (21), (16) et (19)
donne DPintégrale singulidre de l’équation (13) sous la forme
des trois équations suivantes:

(D[xayrzyxl’yl’j(xlayt)]:0 ’

oD 3 0D 0D of
+ww =0 ety T

X, et y; y jouant le role des deux parameétres variables.

On vient d’obtenir immédiatement toutes les trois intégra-
les de Péquation donnée (13), grive a la relation différentielle
(15). Il va de soi méme que les mémes intégrales, générale et
singuliére, résultent aussi de la premiére intégrale obtenue com-
pléte, au moyen de la variation des constantes arbitraires qui
vy rentrent.

g,

4. Etudions, & présent, le cas général d'intégration d’un
systéme fermé de m équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre & une fonetion ineonnue z de n variables indépen-
dantes xy , Xy, ", Xn:

(22) { Fi(xl,xgy""xn)z9p1;p21"'pﬂ)=O9
(i=1,2,---,m),

Pty D2y, Pn désignant respectivement les dérivées partielles
du premier ordre de z par rapport & x;, Xy, -+, Xn.

Considérons le systéme de 27 -+ 1 formules qui définissent
une transformation tangentielle:



Transtorinations ’égtiations diftérentielies 149

Z(xlv-\.Za"',xn,z’pl,pz,"',p;,)_—_-z',
Pi(x17x2?"',x">z’plsp?,"',pn):pil .
(ii ]_’2’...’,1) ,

| Xi(xl,x:v"‘axn,Z,PuPz,"',pn):Xi',
)
]

(23)

les ancicnnes et les nouvelles variables,
’
xj,!xz,a". )xﬂ,,zlvpl 'p'ZI?"' 'pﬂl 9
vérifiant respectivement les relations différentielles :

dz = p,dxy -} pady 4+ + padXn
24) dz = p)/dxy -+ p) dxy 4+ p dx,) .

Cela posé considérons, d’abord, le cas le plus simple, o
les équations (22) transformées ne contiennent point les nou-
velles variables de la seconde classe. Supposons, dong, que les
équations en (uestion deviennent:

-4 =f(x'l ,XI:,‘ M yx/n—m—]-l) ’
Xnmtjrt = fi(Xy, Xg, oy Xnomin)

25 j=1,2,-c,m—1.

—
t
~—

La relation (24), grice a ces derniéres équations, prendra
la forme suivanie:

-1 , ()f 1;:; ) af, /
Z (ph_b}'.h_'_ }a DPn-m+i+1 o—x,;) ax'y =0 .

h=1 Ji=1

Etudions les trois cas suivants qui peuvent s’y présenter:

1",

dx'y =0, th=1,2,««-c n—m-1),
on bien
(26) Kip=Chy (h=1,2,-ccon—m+1),

Cy désignant n — m - | eonstantes arbitraires distinctes;
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xln~m+i = '[)(xlx ’ x’z Pt xln—m) y
¥ 5 o

p,k—m_i— E Pam-tj+1 Ox'n +

m—1

of; )_
ax ﬂ_qu 2 pﬂ ~m+4-j+1 ax;n-m-{-i “‘01
(k =1 y 2, y 1 — m) ?

+ ()A/h (pn—m—f—{

y désignant une fonction arbitraire ;

3¢,

(28)

m— a
{}; -+ 2 Plnmitt 0.1{ 0,

(h=1,z,---,n—m-+1).

Introduisons, & présent, pour composer les intégrales cor-

respondantes du systéme donné (22), les formules qui correspon-
dent & celles (23).

Supposons, d’abord, que cette derniére transformation ap-

partienne & la classe zéro, c’est & dire que les formules (23)
soient équivalentes aux suivantes:

(29)

(30)

(’D(xl,xl’i"')xnazyxfj;xlﬁ)"‘,xtnizl)zo
04’_§_ oD
0x; 0z

oD o . .
ox,—}—az U, (151,29"‘9’2}'

pi=0, (l‘f1,2,"‘,ﬂ),

Cela étant, I’élimination des nouvelles variables, entre les
¥

équations (29), (25) et (26) nous offre, I'intégrale compldte du
systdme (22) sous la forme suivante:

¢[xnx2» 2oy Xny 2, Cn Cz,"' ,Cn—m+hf1(cn Cz,' * ',Cn-m«H),
j2(cl ’ Cﬂ)“' 4 Cﬁ‘ﬁi%i}a' "t m-i(Cl ’ Ca, ttty Cs—m+i):

J(C,Cyoe ey Came) ] = 0

& n—m-1 constantes arbitraires C,,C;,+*, Comyt .
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Or, si Pon élimine les nouvelles variables, entre les for-
mules (29), (25), (27) et (30), on obtiendra lintégrale générale
du systeme (22) sous la forme d’un ensemble de n—m-+ 1
équations suivantes:

D [xl, Xoy**»Xn, 2, x,l 3 x,z’ L yX'nmm: Y (xllr x/g, th x,n»m) ,
f:l (X’l y x,2 P ,x/n—m y ¥ {Xii 5 X{z P ,x"mm)) y

f2{x[19x/29 s ,xln~m ’ ’f’{xgz;*‘{;?}' s, X'n m)) s

* fm~ X{,Xo,“' ?x,n"m" 1/)(X'1,x/2," ‘ ﬂx'ﬂ“m)) )

f(xiaxzﬂ",x!n—m; l/)(xll >x!2;"’,xln~m)‘)}:0

""‘ 0P 9f; aq> of

,:1 0]3 dX 0] ox’k

(o »-.J a@@}‘; adb dj) aw
(5 2.5 o0t o on)ows

(/C=':1,2,"’,73—‘m) s

4

=0,

¢ désignant une fonction arbitraire des quantités variables
X,,%'5, +,Xam qui jouent le rdle des n-—m paramétres
variables.

Enfin, éliminant les nouvelles variables, entre les équa-
tions (29), (25), (28) et (30), on a Pintégrale singulidre du sy-
steme (22):

DXy, Xgyt X0 2X 1, X 9y s X, (X X gy w0y Xnea 1)
Je (X' ,X’g ) X pomat) v ooy fot (x’, c X X em)
S X X am) =0,
0P | oD 9f |, 0P of
Oxn * it ij()x’n T of ox
(h=1,2,---,n—m-1),

Xy, Xg, +, Xn-ms1 jouant le role des n — m -1 paramétres
variables.

Il va sans dire que les formules que I'on vient d'obtenir
pour les intégrales, générale et singuliére, résultent, en méme
temps, par la variation les constantes arbitraires dans linté-
grale compléte.

=0,
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5. Supposons maintenant que la transformation de eontact
considérée (23) appartienne a la classe ¢. Les formules de cette
dernitre fransformation se mettent alors sous la nouvelle forme
suivante®).

z:‘}o(xhx?"" axn‘q’x’iyx‘h"' ,x’n,z'),
(B1) | Xn-gin=@r (X3, X3, , Xng, Xy,X5, ++,%'n,2),
‘ (kzl!z"”)q)a
oS .
Pr= g =12, n—0q),

0S oS |,
@B2) Sty pe=0. 6=1.2,-,n),

ot l'on a introduit la désination abrégée suivante

q
33) S=op— ?;‘ PhPr-g ik -

Les formules (31), (25) et (26) définissent, dans I'hypo-
thése considérée, l'intégrale ecomplete de §. Lie, de la classe
g, du systéme (22) sous la forme suivante :
2= [x! s Xgy ***y Xn—q s Cla C2, ) CnAm-ki, h (CUC2' *t Cn—m+i) ’

j2(Cx s CE y* ', Cn—m}-l) P ,fmwi (Ci s Cz IR Cn~m+1)y

J(C, y Cﬁa' .t 9Cﬂ*m+1)] .
Xn-g+k = ‘Pk[x; sKg sty Xngq 9C1 y C2 17T Cn—»m-;-i y
fl(Cl L Cz P Cn—m+i) ’
fZ(Cl 1 CQ P Cn—me) ,fm-! (C1 ’ Cz PR Cn—m+!),
./(C1» Cﬁ’ ttty Cn-m»H)l .
(k =1 y.-!)“"q) ’

C,,Cq, o+, Camt désignant n — m -1 constantes arbitraires,

2} Ce dernier résultal a eté Jdétaillement étudié dans les conférences
faites par N. Saltykow, en 1931 et 1936, dans les Universités Belges sous
les auspices de la Fondation Universitaive de Belgique,
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Il suffit, pour former lintégrale compléte de Lagrange,

, 2 p
d’appliquer la formule correspondante de passage donnée par
N. Saltykow %).

Pour avoir I'intégrale générale de S. Lie on n'a qu'a éli-
miner, des formules (31), (25) et (27), toutes les variables p/, .,
au moyen des formules (32). 1l s’ensuit:

4
= @[ Xyy Xgy ¢ 0y Xngy X1, X'ay 00y Xy W (X X' oo o, Xaem)
h (x/l s Xa ooy X pem, @ (xll ’ xlz 3y xln—m)) ’
o (X X g yee ey X oy (), Xy e ey X)) s
¢ aj'"—i (xli 3 x,2 A 7x,11-”1 ¥ (xll ’ x/2 TR ) xln—"')) ’
j(.xllyx;2:"’ 3x'n w oy ‘/’(x'; 9xl2;"' ;xlnqn))l,

Xn-q+ k=Ph[ Xy, Xarr o) Xnogy X' gy X'ayor ey Xnomy @ (X1, X 5,000y Xnons) s
S Xy Xy w (X, X ey X))
Ja (xlx y X oy, X e y ¥ (x'y, X's PR X'n-md) s
sy It (X Xy e Xy (K, Xy ey X))
JOy Xy yeee j X, w (X, Xy e X)) 1
(k=1,2,---,q9),

" 0S 9 05 of
Ox, ,“30], o, Tapox, T

( S '™ 0S80t | | 0S df )
Oy " Zi0f; 0y " of oy /ox,

{:;:132,...,”_.”1)

=0,

y désignant la fonction arbitraire des quantités X'y, X', -+, ¥ pn
qui sont, considérées ici, a titre des parameétres variables, la
fonction S ayant sa signification (33).

Enfin, Pensemble d’¢ quatlons (31), (25) et (28), en y éli-
minant toutes les variables p.’, grice aux équations (32), re-
présentera lintégrale singulitre, au sens de S. Lie, de la ma-
niére suivante:

4) N. Saltykow — Sur les relalions enlre les intégrales completes de
8. Lie et de Lagrange (Comptes rendus, 10 aout 1903, t. 137 p. 377).
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=Xy, Xy e s Xngs X, Xy Xt
fl (xll ’ xl2 )yt xln”“%'i) » j2 (xll ;x/z PE xln-m+1) ’
* ’j'“'1 (xll ’ x,‘z (A ’x;‘n*”"*‘i) ’ ./ (xfl ’ x/z sttt 7x,'ﬂ*“1+1)] ’
x’”*Q‘%’h = ‘P!? [x1 3 x‘l y 't ,xnvq ¥ xll ,x,Z sttt x’ﬂﬂ?!~}-i E
jl (x’1 ) x,z [ xln"m'%'i)’ j2 (x/l y xl2 y T x,n“"' i 1) s
c ?j“'*’ (xll ’ xl2 P x”n*m"ri) ’ j(xfl ,xfg P x’n—m-]-i)] y
k=1,2,--+,9),
1 -1
05 | 20594  0S of _
ox' —of; 0x'), af ox'n
th=1,2,-- n-—-m+1),
X'y, %9, ¥nwrt représentant les n — m - 1 paramétres va-
riables ot la fonetion S ayant la signifieation (33).
Il va de soi méme (ue les deux dernitres intégrales, gé-
nérale et singulitre, s’obtiennent aussi de l'intégrale complete

de X. Lie, au moyen de la méthode de la variation des con-
stantes arbitraires.

0,

6. Ktudions, a présent, I'hypothése plus compliquée, en
supposant que le systtme (22), transformé au moyen des for-
mules (23), contienne /-1 relations qui soient indépendantes,
en nouvelles variables, des variables canoniques de la seconde
classe. Bornons nous, d’abord, par I’étude d’un cas particulier,
ot les équations transformées se présentent sous la forme suivante :

2= (X Ky )
(3“1’) X'n 43 = fi(xll s x!Q PI xln—l) s
J=1,2,-4,D,
(“") P',. = F', (x'l 1xl2 y 7x[n”’ ’ p,'""’ ’p/“'-" Pyttt ap,ﬂ) ,
D)
(r=1,2,---,m—1-+41),
les fonetions F’, étant linéaires par rapport aux variables ca-
noniques de la seconde classe, de sorte que Von ait:
[ - ni4-l4H
F/xr = Z Avh plm—i-}»k—~i —{- AV )

(36) =
l r=1,2,cc.m—1-—1),
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tous les coefficients 4,. et A, ne depéndant, griace aux équa-
tions (34), que des variables x'y, X'y, -, X0 y.

Cela posé, il faut bien remarquer, qu'en vertu des propri-
étés des transformations tangentielles, le systéme d’équations
(34) et (35) est fermé.

Il s’ensuit que les parenthéses de Poisson formées des
¢quations (85), deux a deux, doivent s’annuler. Ces dernitres
parenthéses, grice aux formules (36), deviennent :

7 n—in4 F!
ory o

( r_ F/r : I,,II .
b ’p ‘ l dxy k=1 ox =14 k-1

/ H—m—+1 dFI
NI S Apj =
éx I ]-—I ox =l -1

0
vk 12 )17 m-l43-1 7 "“‘{(‘171""{“
S 0x ey 0X, ox’,

S5 R ) W L T

i=1

n—m-f-1 GA,; S 0A i ) , dA,
FE (DAl = 0.

Changeons, dans la seconde ligne de cette derniere égalité,
la désignation des indices £ et j inversement de la maniére &
mettre cette derniére condition sous la forme suivante :

i - P | — -1
1(u i A . OA;.; GA;“ it A f dA "r
Z Z ¥ —-L } B
=1\ i=y ox',. kA Tox,, = Mox -l k1

aAv.i‘ ) 8.4, _
+53€’7)”’” cit g T ax =0

pour toutes les valeurs distinctes des indices r et &, a partir
de | jusqi'a m—1[—1.

Comme ces dernidres égalités ne dépendent point des vari-
ables p'y, Py, . . ., p"--1 et comme les parenthéses, entre les autres
équations (34) et (35), ne donnent pas non plus de nouvelles
relations entre les variables pu.ssj-1, il sensuit los identités
suivantes :
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[ | TR |
0A;; 0A; 04, Vi

A A _ Mo Ao Ay (M/ !
(37) k=t OX mepret OX, o OX vt ppa 0X'y

13 (v,h:.:l,Q,..-,m—-[—l), (j:',:l’g"..,n,._nl_%,_l) ,

aA [ gtz_;h

W_oxl_, (V,h';l,g,"‘,m—f——l).
h ¥

Or, les identités (37) démontrent que le systéme de n—
—m -+ 1 équations, correspondantes au systéeme linéaire (35),

Ny [ ]

(38) dx m-l+j-1 — — ’E‘ Ar]' dx ¥y

(j=1,2,---n—m+1)

représente un systéme aux différentielles totales.

Supposons donc que l'on obtienne lintégrale complete
de ce dernier systéme (38) sous la forme:

(39 { x’m-1+’._1 = 0;(X'y, ¥, PR )x/"‘“l“i y G ’ G, oy Congr)
(j=1,2,--- . n—m-4+1),

Cy,Cqy ¢+, Comypt désignant n—m 41 constantes arbitraires
distinctes.

Substituant les valeurs obtenues (89) dans les formules
(34), désignons le résultat correspondant par les formules:

Zl = e (xfl 3 x,:?, PIAR xrnwl«-i 5 CI 5 Cz 3 Cﬂ~iu»§—i) 3
(40) X’n~l+l = Bn«m—i-iﬁ-i (xfla xlzy Tt ,xlm-H s Cv Czy Tty Cn—nrH),
(=1,2,+,0).

Cela étant, retournons aux anciennes variables pour com-
poser Vintégrale du systéme primitif (22).

Si Von suppose, d’abord, que la transformation tangenti-
elle (23) appartienne a la classe zéro, alors 'intégrale compléte
de Lagrange da systéme (22) s’obtient en éliminant les nou-
velles variables entre les équations (29), (30), (35), (39) et (40).
On en tire immédiatement les m — 1 équations suivantes ;
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DXy, Xg, 0y Xny 2y Xy, X 5,000, X"y,
By (X'y, xg50 e s X morty € 3 Cayoeey Cuont),
92 (xfj ) x,'.’ » "ty x/m-l-—l » C1 > C2 sty Cn~m+i) s

% 9"~Hl+1 (xll ’ x/2 » x,m—l—i ’ C1 ’ C2 "y Cn—nb}-i) >

(41) Bn- nte (x/’ ’ x,z ot Xt ’ G, ’ C?! s Cn—-m~}-1) s

s en m 144 (x1 ,x2 o x’m-l‘i ) C] ) Cz PR Cn—m-H) ’
O(Xller""’xm—l—i» C,, CZ""’Cn—l'l+i)] =0,

a &b f—m--14-1 9 b
o S Ange+AGE =0,

(v=1,2,---,m—-1—1)

Grace aux propriétés fondamentales des transformations
tangentielles, les équations (30) sont résolubles par rappert aux
variables x',, x5, -+, X'n. Par conséquent, il est toujours pos-
sible, au moins dn point de vue théorique, d’éliminer les quan-
tités x'y ,x’»,+ -+, X'n1 entre les équations (41).

Si la transformation de contact introduite (23) appartenait
a la classe ¢, on composcrait, d’abord, l'intégrale compléte de
S. Lie du systéme (22). Elle va se présenter, en vertu des
équations (31), (39) ct (40), sous la forme suivante:

2= (P[xiyx::s"‘ y Xn—q s x’t yXa e X

8, (xll ) X'a sttt X w1y, €y Coye ey Coont)

92 (xll ’ xl2 AN xlm*’-i ’ Cl ’ Cz 2t CYH'H-i) )

s Onemgt O Xy ooy Xty Gy Gy Cronst)

Bn-m+2 (xll ’ x/ﬂ PR x,m*I*l » C1 ’ C2 L Cn»-m‘l-i) ’

s Onomi it (g X2y ey X, €y Coyevey Coonngt)

8(3&"1 ,X'2 RIS ] y C1 ’ Cz y 't Cn-»m-f 1)]
Xngh = @u( Xy, Xgy ooy Xnogs X1, Xa, 000,y X1,

O (g, X'y, e X4, €y Coyee ey Gt

0, (xll. ’ Xyyoeo, Xua, Gy, C2 so oy Coongt)

, Bn-,,,.,H (X,l y x’g sy ,x,m -1, Cl , Cg )Tty Cn—m-i-l) )

Onmi2 Xy, ¥ay oo X1, Gy Coyeooy Caontt)

3 O Pl (x’l ’ xl2 PR xl,‘“'l*‘ ’ Cl s Cayevey Cn-’"'H) ’
By, %, s X e, GGyt Cronpt)

(k - ,__’...’q),



148 N. Saltykow

On en tire, de suite, I'intégrale complete de Lagrange, au
moyen de la formule de N. Saltykow mentionnée antérienrement?).

7. On vient d’étudier le cas, ou le systéme (3d), a été sup-
posé étre linéaire.

Or, si I'on ne se trouvait pas dans ces derniéres condi-
tions, il serait ais¢ d’y réduire le probléme considéré.

En effet, si les équations (35), n’étaient pas linéaires, la
présence d’équations (34) démontre que Pensemble des formu-
les (34) et (35) représente un systéme d’équations au sens de
S. Lie. Par conséquant, la théorie de N. Saltykow concernant
la classification de ces dernitres équations®) donne le moyen
d’ajouter aux équations (85) des nouvelles, dont I'ensemble
avec les derniéres offre un systéme d’équations linéaires.

On revient de cetfe maniére au probléeme qui vient d’dtre
élucidé.

8. Passons, maintenant, & P'étude des transformations tan-
gentielles restreintes ),

Supposons, & cet effet, que l'on connaisse lintégrale
compléte classique des & (k<< m) premiéres équations du sy-
steme (22):

(42) z=V(x,,xz,~--,x,., xlz;xlz"")xl'n—k;z,):

X, Xy, , X' nn, 2 désignant n—k -1 constantes arbitraires
distinetes qui se sont introduites, grice & intégration des équa-
tions indiquées, la condition suivante étant vérifiée:

ov ov
"O0xpiy’ T 0%n |

D 0.
x’,,x’z,---,z' F<

Cela posé, composons les formules suivantes :

av
(43) psz'b}"‘: (S=1,2,"',ﬂ),

5) N. Saltykow — Recherches sur la théorie des équations aux derivées
partielles du premier ordre d'une fonchion inconnue {en russe) Kharkow 1905,
Chapitre 1V.

€) N, Saltykow -~ Bur la théorie des equations aux dérivées partielles du
premier ordre d'ume séule fonction inconnue, Paris Gauthiers—Villars 1924,
Chapitre XII, p. 163.
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oV
ox’,

14
(44 +%?p’v=0, v=1,2,---,n—k,

N . _ . 0z
oll 'on considére les p’, comme les dérivées partielles a7
k4
Il est connu®) que les 2n—k -1 relations (42), (43) et
(44) définissent une transformation restreinte de contact, ot 'on
considére 2’ comme nouvelle fonetion inconnue des n— k& nou-

elles variables indépendantes x'y, x's, + -+, X'n-s, vérifiant la relation

n—k

dz' = X2 p',dx', .
r=1

En introduisant les nouvelles variables on identifie les &
premiéres équations (22). Quant aux autres m —k céquations,
elles ne contiendront que les 2 (7 — &)+ 1 nouvelles variables.

Cela étant, les considérations anterieurement developpées
s'appliquent immédiatement aux équations fransformées (ue 'on
vient d’obtenir, car ces dernieres ne différent des celles, qui
ont été anterieurement étudiées, que par le nombre des variables.

D’autre part, la formule principale de la {ransformation
tangenticlle étant représentée actuellement par une seule équa-
tion (42), il ne s’agirait, & présent, que des transformations de
contact de l'ordre zéro.

Appliquons, done, la théorie exposée a deux exemples de
M. N. M. Gunter.

‘onsidérons, d’abord, le systéme des deux équations sui-
vantes:

— 2 (L %) py 2% po 2% py + 2xa pat-Xopy PP = 0
Xy P X3 P X, pt—1 =0 .

1/intégrale compléie de la premiére équation se présente
sous la forme

z2=2(x, VX Vs x5 V) + (L x4+ XD 2,

X, x'y, Xy, 2 désignant quatre eonstantes arbitraires.

Prenons les trois premitres comme nouvelles variables
indépendantes et 2’ pour la nouvelle fonction inconnue.
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Les formules de la transformation, (43) et (44), devien-
nent respectivement, dans notre cas,

p=2, pz:l;;: R p"‘:l/xx%’
2V #2)+ (L4 + 520, =0,

2V (x4 x3p,=0,

2V A+ 4D p=0.

La seconde équation donnée prend, en nouvelles variab-
les, la forme suivante:

XP-x X =1

1l §’ensuit :
Xy =+ T=FF =5

Les formules générales (26) doivent étre remplacées, dans
le cas actuel, par les suivantes:

Z'T—Cl, xll-:Cg, x,;):C_g.
On a, par conséquent,
Xy=41—C2—C .

En substituant les quatre derniéres valeurs de 2',x’,, X',
et x’; dans la formule principale de la transformation, on ob-
tient I'intégrale compléte du systéme considéré

z=2[Clx,+ CyVx3 + V(1 - C—CHx, |4 C (L + C2+ x1),

a trois constantes arbitraires C;,C, et C; .

On voit immédiatement, de la forme de lintégrale com-
pléte obtenue, comment on en tire 'intégrale singuliére. Cette
derniére conclusion resulte, en méme temps, de la théorie
générale exposée plus haut, si on y introduit les considérations
complemetaires néeessaires.
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Quant A Vintégrale générale, elle s’obtient en remplacant
les formules (27) par les suivantes:

Z =y ¥y, ¥,

X'1P's _ dy ;= X p's o oy
pl*'ll_x,z Ax§§*0x111p2+]/ﬁm_oxlg-

Il s’ensuit Pintégrale générale en question sous la forme
d’un ensemble des trois équations suivantes:

=2 X, XV 410 = X F— ¥ x ] +
—}— (1 —I—.X’l +x’,2) Y (x’, ,x’._.) y

2 [V m ¥y, x| 2%, I, oy
/7 + /2 ‘“‘_/‘_‘2‘—_“_]_0 0
L xy - ', (L4 2+ XAV — X — X2 X'
2 V'XT} —'X,Z V-;ll _l—

—F

1+x1+x1 (l+x1—{—x )Vl_x’z_—xlz

[.e second exemple est donné par le systeme fermé des
quatre équations suivantes?):

dxz

1 1 —
2= p+xep)+5 L+ ap+ 1P+ x0ps

Xy 1/[x1pl+xzpz+x4 =0,

(45)
Xsz;pn + X, pg—X;,[l AV ps+1) =0,

X1 P _
Pt X, 0.

Prenons Pintégrale compléte de la premiére équation
_ 1 ’ / 2 1 / 9\2 " ot
Y (¥ xy + X' x0) +§(X 3 X1 2)7 2" Xy,
X' x5, X', 2 désignant uatre constantes arbitraires.
1 2 3 s

W M. N. Guuler — Inlégration d'équations auwx dérivées purtielles du
premier ordre Leningrade. Moscou. 1934 p. 353 (en russe).
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comme formule principale de¢ la transformation tangentielle re-
streinte, X'y , X'y, X', et 2/ désignant respectivement les trois nou-
velles variables indépendantes et leur nouvelle fonction in-
connue.

M. N. M. Gunter obtient le systéme transformé sous la
forme suivante:

/ /

2 =Xy,
4
p1:1 ’
plzzp,:a’

Py, 05, P's désignant les nouvelles dérivées partielles du pre-
mier ordre.

Conformement aux désignations du n® 6, puisque la trans-
formation est restreinte, on a dans le cas considéré:

n=3, m=3, [=0,
Le systeme (38) se réduit, done, 4 une équation unique
dx'y = — Ay, dx'y — Ay dX'y
ou les coefficients admettent les valeurs:
Ay =0, Ay =1.
Cela étant, les fonctions 6, et 6 deviennent ici
0, =—xy+C, , 6=x, ,

C, désignant une constante arbitraire.
Par conséquent les formules (41) prennent, dans le cas ac-
tuel, ou Ton a:

A, =1, A, =10,

la forme suivante:

1 ’ / 1 ’ 92 !
Z=§ (x1x1+x2x2)2—{——2—[(C,~—x DX +2P 4 x4,

e ———

(46) (X1 % FXox)x; +x4=0,

L (x,] Xl "I“‘xlz X2)XZ—"[(C1 _‘_x,z)x-s“}"z])Ca == O ’
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Lies deux dernieres ¢quations (46) produisent les valeurs

, X" Xy Xy 2 X, X
T T T nx Ux)
178 1 1-%3 1
Xaxy , 2
== —‘*”‘I'«"““‘}"C
2 B 1
Xy Xy 3

Substituant les expressions obtenues de x/y et x', dans la
premiére équation (46), on a lintégrale coinpléte cherchée du
systéme (45):

X2 (x? 2x, X, Xp X
Z:“;)42 RS A Rk S et B

a une constante arbitraire C, .
Or, le systtme (45) est susceptible d’dtre intégré par d’au-
tres méthodes plus immédiantes dont on va citer trois procédés.
D’abord le systéme (45) est réductible & la forme eon-

.

venable d’un sysiéme linéaire:

X x,*
Ly . Zh )
p2 i x2p1 xl2x2 ’
Xy Xy {Xg Xy
P re) =0,
1 X"\ X1 X3

(47) N
P4 +x—4‘pl =0,

2 2
— 2 Xapat (%z+l)=0 .

2 x,2

Ce systeme offrira une scconde applieation de la théorie
étudiée ).

%1 En résolvant, d'autre part, ces dernitres édquations par rapport a
toutes les dérivées py,ps.p;.py. o1 obtiendrait immédiatement, par une
quadrature, Vintégrale compléte requise,

Or. pour atténuer quelques longueurs de ce caleul, qui est, d’ailleurs,
¢lementaire, on procédérait encore d'une autre mani@re suivante,

Lintégrale générale de la dernicre dquation (47), considérde comme
différentielle ordinaire, admet la forme:

e B (X o
o 25612[ 3+1)+~ o

22



154 N. Saltvkow

On obtient, dans ce but, au moyen des deux quadratures
conséeutives, lintégrale complite du systéme jacobien linéaire
formé par les trois premidres équations (47):

X x,” 2% x4 ; X3 X4 ,
48 2= Qxlg(xﬁl) R

X'y et 2 désignant deux constantes arbitraires.

Prenons les, respectivement, pour les nouvelles variables,
indépendante et fonctionnelle ineonnue.

La quatritme équation (47) transformée devient alors trés
simple

(49) Z=0.

On se trouve, done, dans le cas étudié au n® 4 qui cor-
respond & Phypothése que le systéme (25) se réduit 4 la
premiére équation représentée sous la forme (49).

Il s’ensnit immédiatemeat, daprés les formules (26),
gque Pon a

(50) ).’!1 = C’ 3

C désignant une eonslante arbitraire.

Substituant les valeurs trouvées (49) et (50) de 2’ et X/,
dans la formule (48), on obtient I'intégrale complete du sys-
téme (45) sous la forme antérieure, ot C; est remplacé par — C'.

2' désignant la constante arbifraire. Prenons la pour nouvelle fonction in-
connue, les anciennes variables »y, z,,z; étant considérées comme les nou-
velles variables indépendantes.
Les trois premicres équations (47) deviennent alors:
’ 2‘1'2

€
Ao ph =0, ph——2 =0 2 p =0
Pt Ph P’ P ' + 7Y )

Py, 'y ol pydésignant les nouvelles dérivaes partielles. 11 s’ensuit, au moyen
d'une quadratuve, Uintégrale compléte de ce dernier gystome

o
= i (-: + (}') R

fe R BN

¢ désignant une eonstante arbitraive.
En substifuant cette dernidrve valeur de 2/ dans la précédante expres
sion de z, on retrouve toujours la méme intégrale compléte du sustéme (45),
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Les formules (27) conduisent a Dintégrale générale du
systéme considéré.

Quant aux formules (28), elles s’évanouissent identique-
ment. Ce fait correspond a la théorie classique, car le systéme
(45), qui est équivalent au systéme linéaire (47), ne posséde
point, dans son domaine de régularité, d’intégrale singuliére.

9. A la fin de son livre, au n® 146, M. N. M. Gunter
¢tudie Papplication de la méthode de Korkine a 1’intégration d'un
systéme d’équations non linéaires de S. Lie. Il est nécessaire
d’observer qu’une telle méthode d’intégration ne serait pas a
recommander, car de cette manidre on ne pourrait que sciam-
ment compliquer le probléeme d’intégration. En effet, d'aprés
la classification d’équations de S. Lie, accomplie par N. Saltykow,
les équations non linéaires de S. Lie se réduisent aux équations
linéaires de la forme générale. Quant & la méthode de Korkine.?)
elle s’applique a ces derniéres équations d’une manidre bien
plus aisée qu’aux équations non linéaires.

Citons comme un exemple, le plus simple, le systéme (40)
de M. N. M. Gunter et les équations transformées qu’il avait
obtenu:

z = x/
p—1=0, p/—py=0.

Comme les deux derniéres équations ne pourraient (u'ad-
mettre une intégrale de S. Lie dec la premicre classe, elles
apparticnnent a la forme générale suivante d’un systome des
deux équations dérivées de S. lie:?)

Pyt wnp's + Iy (%, X0, X3) =0
Pt wa s + I (x, Xy, %) =0 .
Il en résulte les valeurs correspondantes des coefficients:
=0, Li=—1,yy=—1, II,=0,
Quant a la fonetion adjointe F du systéme considéré, elle

9 N. Saltykow — Réthodes classiques d’intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, Paris. Gauthier — Villars. 1931, n07 p. 13.
10) N, Saltykow — Recherches sur la théorie des équations auwr dérivées

partielles i premier orvdre d'une fonction inconnue (en russe) Kharkow,
1905, p. 105 (00 5).
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ne contiendrait que les variables x'(, x',, x'; ot vérifierait les
conditions, exprimées par les parentheses de Poisson:
4
(p1_17 F)=O) (p’2_p’3’F)=O’
produisant le systéme d’équations pour définir la fonction F:

oF oOF OF

P R P

Il s’ensuit le résultat antérieurement acquis
F=x,+x;=20,

C désignant une constante arbitraire.
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