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1. R�esultat

Dans l'article [6], Pierre de la Harpe a consider�e des sous-groupes distingu�es
(ferm�es ou non-ferm�es ou non-ferm�es) du groupe g�en�erale lin�eaire d'un espace de
Hilbert complexe et s�eparable, et d�emontre le r�esultat principal suivant:

Chaque sous-groupe distingu�e non-trivial et non-central G du groupe GL(H)
est pris en sandwich entre deux groupe distingu�es SL(H;C0) et GE(H;C), c'est �a
dire

(�) SL(H;C0) � G � GE(H;C)1

Dans cette note, etant inspir�es par une question de Pierre de la Harpe, nous
consid�erons ce probl�eme dans les espaces de Hilbert quaternioniens, et d�emontrons
un r�esultat analogue dans ce cas.

Nos preuves repr�esentent les modi�cations des m�ethodes utilis�es dans l'article
[6] pour les espaces complexes ou r�eels; en outre, nous ne pouvons pas simplement
appliquer les r�esultats des espaces complexes ou r�eels.

Nous utilisons des notations suivants:

R;C;Q { les corps des nombres r�eels, complexes et quaternioniens, respec-
tivement (R � C � Q; i; j; k { des unit�es quaternioninnes imagnaires);

F� = F f0g; pour F = R;C;Q;

L(n;F) { l'ensemble de tous les matrices carr�ees avec les �elements du corps
F(F = R;C;Q), U(n;F) { l'ensemble de tous les matrices unataires � 2 L(n;F);

~H { un espace de Hilbert quaternionien s�eparable et de dimension in�nie,
avec le produit scalaire h�; �i;

L( ~H) { l'alg�ebre des op�erateurs lin�eaires et born�es de l'espace ~H;

1Ce r�esultat est un analogue direct du fameux \Sandwich-theorem" de Calkin puor les
id�eaux bilat�eraux de l'alg�ebre L(H).
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Hs { l'image simplectique de l'espace ~H , avec le produit scalaire complexe
[�; �] = p.c. h�; �i;

As { l'image simplectique dans L(Hs) d'un op�erateur A 2 L( ~H) et

Ls(Hs) = fAs j A 2 L( ~H)g;

�evidemment,
Ls(Hs) = fB 2 L(Hs) j (�Js)BJs = Bg;

L(Hs) = Ls(Hs) + iLs(Hs);

o�u Js = (jI)s est un anticonjugaison dans Hs;

GL( ~H) { le groupe de tous les op�erateurs invertibles de L( ~H), et U( ~H) { le group

be tous les op�erateurs unitaires dans ~H;

C( ~H) et C0( ~H) { les id�eaux des op�erateurs compact et des op�erateurs de dimension

�nie dans ~H .

Comme dans l'article [6], nous consid�erons les sous-groupes suivants de

GL( ~H) qui sont tous distingu�es:

GE( ~H; ~C) = fA 2 GL( ~H) j A� rI 2 C( ~H); pour un r 2 R�g(1Æ)

GL( ~H; ~C) = fA 2 GL( ~H) j A� I 2 C( ~H)g(2Æg

GL( ~H; ~C0) = fA 2 GL( ~H) j A� I 2 C0( ~H)g(3Æ)

SL( ~H; ~C0 = fA 2 GL( ~H; ~C0) j det(A)
def
= det(As) = 1g(4Æ)

R� = frI j r 2 R�g:(5Æ)

De même fa�con, nous avons les sous-groupes distinqu�es suivant du groupe
unitaire g�en�eral U( ~H):

UE( ~H; ~C) = GE( ~H; ~C) \ U( ~H);

U( ~H; ~C) = GL( ~H; ~C) \ U( ~H);

U( ~H; ~C0) = GL( ~H; ~C0) \ U( ~H);

SU( ~H; ~C0) = SL( ~H; ~C0) \ U( ~H);

R1 = R� \ U( ~H) = fI;�Ig:

Maintenant, nous pouvons �enoncer le sh�eor�eme principale, le \sandwich-
theorem" pour les sous-groupes distingu�es des groupes U( ~H) et GL( ~H).

Theoreme. (i) Soit ~U un sous-groupe distinqu�e non-trivial et non-central de

U( ~H).

Alors SU( ~H; ~C0) � ~U � UE( ~H; ~C).

(ii) Soit ~G un sous-groupe distingu�e non-trivial et non-central de GL( ~H).

Alors: SL( ~H; ~C0) � ~G � GE( ~H; ~C).



Oscillations of n-th order retarded di�erential equations 265

L'auteur rem�ercie beaucoup �a prof. dr. Pierre de la Harpe qui a lui propos�e
ce probl�eme et a fait plusieurs am�eliorations dans cete note.
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3. D�emonstration

Comme dans le cas complexe, il convient de diviser la d�emonstration en deux
parts, formul�es dans deux propositions.

Proposition 1. (i) Soit ~U un sous-groupe distingu�e de U( ~H). Alors: ~U =

U( ~H), ou bien ~U � UE( ~H; ~C).

(ii) Soit ~G un sous-groupe dinstingu�e de GL( ~H). Alors: ~G = GL( ~H) ou bien
~G � GE( ~H; ~C).

Preuve. (i) Nous d�emontrons tout d'abord l'analogue du Lemme 1 de P. De
la Harpe [6] (p. 243).

Nous r�emarquouns d'abord que presque tous les r�esultats de l'article [2] de
A. Brown et C. Pearcy s'�etendent au cas quaternionien.2

D�enotant
( ~F ) = L( ~H)nfrI + C(H) j r 2 Rg;

on peut obtenir sp�ecialement les g�en�eralisations des r�esultats du Lemme 3.3, du
Th�eor�eme 2 et bu Corollaire 3.4 de [2].

Puisque la structure quaternionienne de l'espace ~Hp = ~H
L

� � �
L ~H(p 2 N)

est introduit par

Jp

0
@
x1
...
xp

1
A =

0
@
Jx1
...

Jxp

1
A ;

nous obtenons faciement que dans le Th�eor�eme 2 ([2], p. 119) les op�erateurs

A11; . . . ; A32 2 L( ~H), et dans le Corollaire 3.4 les op�erateurs B;C; V 2 L( ~H).

Utilisant ces r�esultats, tous les d�etails d'�echelon 1 du Lemme 1 dans [6] r�estent
identiques dans notre cas (avec des scalaires quaternioniens).

Dans l'�echelon 2 du Lemme 1, nous obtenons une matrice quaternionienne
unitaire

~Bn =

�
a0 ��q
q a0

�

o�u a0 = 2j�nj
2 � 1 2 R et q = �2��n�n 2 Q(�n; �n 2 Q; j�nj

2 + j�nj
2 = 1,

j�nj � � < 1); donc, a0
2 + jqj2 + 1.

Maintenant, rappelons que le spectre �(~�) d'une matrice ~� 2 L(p;Q) est
d�e�ni par

�(~�) = f� 2 Q j ��vp = vp�; avec v 2 Qpnf0gg:

2Pour les d�etails, on peut consulter l'article [9], o�u les r�esultats principaux concernants des
commutateurs dues �a Brown et pearcy sont g�en�eralis�ees aux espaces de Hilbert quaternioniens.
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Il poss�ede la propri�et�e de \rotabilite" au sens que � 2 �(~�) implique ����1 2
�(~�) (pour tout � 2 Q�), et par cons�equent

�(~�) = [�2Q���i(~�)�
�1;

o�u �i(~�) = �(~�) \C.

D�enotant par �s l'image simplictique de la matrice ~� 2 L(2;Q), c'est �a dire

�s =

�
�1 ���2
�2 �1

�
2 L(4;C)

o�u ~� = �1 + j�2 2 L(2;C) + jL(2;C), nous avons �i(~�) = �(�s) et par d�e�nition,
det (~�) = det(�s).

Si q = z1 + jz2 (z1; z2 2 C; a0
2 + jz1j

2 + jz2j
2 = 1), nous obtenons

( ~Bn)
s =

8><
>:
a0 ��z1 0 �z2
z1 a0 ��z2 0
0 z2 a0 �z1
z2 0 �z1 a0

9>=
>;

et alors
det(( ~Bn)

s � �) = ((a0 � �)2 + jz1j
2 + jz2j

2)2(� 2 C):

Denc, la matrice Bn 2 U(2;Q) a deux valeurs propres complxes

�1 = n + iÆn; �2 = n � iÆn

d'ordre deux, o�u n; Æn sont d�e�nis comme dans [6] (p. 244).

En vertue des th�eor�emes 7 et 8 de H.C. Lee [7], il �existe alors une matrice
~Vn 2 U(2;Q) qui r�eduit la matrice ~Bn �a la forme diagonal:

~Vn ~Bn
~V �

n = diag (�1; �2).
3

Le r�este de la preuve est alors identique �a celui de l'article [6].

La Lemme 2 et la lemme 3 r�estent en vigueur aussi, o�u dans la Lemme 2 nous
avons le groupe unitaire SU(2 : Q) ou bien son image simplectique SpU(4;C).

Pour �nir la d�emonstration de (i), il r�este seulement d'utiliser le th�eor�eme de
Halmos-Kakutani pour les espacec quaternioniens.

(ii) Comme dans le cas r�eel, les arguments principaux de Proposition 6 dans
[6] (p. 253 et 254) r�estent valables pour le cas quaternionien aussi.

Le fait que l'id�eal C( ~H) est un id�eal absolument maximal de L( ~H) est la
Proposition 1. C de [5] (p. II. 9).

Le fait que GL( ~H) est �egal �a son groupe des commutateurs s'�etend au cas
quaternionien.

3Il existe aussi une matrice ~W 2 U(2;Q) telle que ~Wn
~Bn ~W �

n
= diag (�1; �2), mais pour

garder l'analogie aveec l'�echelon 2 du Lemme 1 de [6], nous pr�ef�erons la forma mention�ee.
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Ensuite, le d�ernier fait de conn�exit�e du groupe GL( ~H) dans la topologie
normique r�este valaable aussi, c.q.f.d. �

Proposition 2. (i) Chaque sous-groupe distingu�e non-central ~U de U( ~H)

continent le sous-groupe SU( ~H; ~C0).

(ii) Chague sous-groupe distinu�e non-central ~G de GL( ~H) contient le sous-

groupe SL( ~H; ~C).

{ Les preuvees sont par ses id�ees et sa t�echnique identiques �a celles de [6]
(Proposition 2, Lemme 5 { sans changement, et Proposition 3).

Dans la d�emonstration, on utilise le th�eor�eme de Schur pour les groupes
SU( ~H; ~C0); SL( ~H; ~C0), et les propri�et�es des groupes classiques SU(n;Q); SL(n;Q)
ou de ses images simplictiques SpU(2n;C) et SU�(2n;C), cc.q.f. �
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