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OB OGRANIQENOSTI NORM TRIGONOMETRIQESKIH

MNOGOQLENOV I IH PRIMENENII K METODAM

SUMMIROVANI� R�DOV FUR^E

Miodrag Ivoviq

(soobweno 2. 03. 1979)

Pust~ f(x)-nepreryvna� 2 �-periodiqeska� funkci� i pust~ f�nkg
(k = 0; 1; 2; . . . ; n; n = 1; 2; . . . ) matrica de�stvitel~nyh qisel.

Pri pomowi matrici f�nkg (k = 0; 1; 2; . . . ; n; n = 1; 2; . . . ), my polu-
qim trigonometriqesk� mnogoqlen

(1) Un(f ;x) =
a0�

n
0

2
+

nX
k=1

�nk (ak cos kx+ bk sin kx) (n = 1; 2; . . . )

gde a0, ak i bk ko�fficienty Fur~e fukcii f(x).

Esli v toqke x suwestvuet Un(f ;x) pri vseh n i suwestvuet limn!1

Un(f ;x), to my budem govorit~ qto metod zadan pri pomowi (1), oprede-
lenny� matrice� f�nkg (�-metod), sumiruet r�d Fur~e funkcii f v toqke
x.

�-metod, opredelenny� pri pomowi matricy f�nkg, nazyvaets� F -
permanentnym esli on summiruet r�d Fur~e l�bo� nepreryvno� 2 �-
periodiqesko� funkcii vo vseh toqkah x, t.e. esli

(2) lim
n!1

Un(f ;x) = f(x)

dl� vseh nepreryvnyh funkci� f(x) v ka�do� toqke.

Izvestno qto

(A) lim
n!1

�nk = 1 (k = 0; 1; 2; . . . );
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(B) kUn
k k =

2

�

�Z
0

jKn(t)jdt = O(1) (n = 1; 2; . . . );

gde

Kn(t) =
�n0
2

+

nX
k=1

�nk cos kt

�dro �-metoda, �vl��ts� neophodimymi i dostatoqnymi uslovi�mi F -
permanentnosti �togo metoda summirovani�.

Uslovi� (A) i (V) sohran��ts� bez izmeneni�, esli v ravenstve (2)
trebovat~, qtoby shodimost~ byla ravnomerno�.

Tak kak proverka vypolneni� (A) bolee prosta qem proverka uslovi�
(B), to uslovie (B) bylo predmetom issledovani� mnogih avtorov. V ih
rabotah glavnym obrazom rassmatrivalis~ dostatoqnye uslovi� vypol-
neni� uslovi� (B), tak kak toqnoe isqislenie normy kU�

nk, n = 1; 2; . . .
vozmo�no lix~ v specialnyh sluqa�h.

Naibolee prosto� sluqa� u kotorogo normu mo�no toqno vyqislit~
�to sluqa� metoda u kotorogo �dro Kn(t) polo�itel~no, t.e.

Kn(t) =
�no
2

+

nX
k=1

�nk cos kt � 0; t 2 [0; �]:

Zdes~ norma

(3) kU�
nk =

2

�

�Z
0

jKn(t)jdt =
2

�

�Z
0

Kn(t)dt = �n0

i ona budet ograniqenno� v sluqa�h ograniqenosti ko�fficienta �n0 . Es-
li vypoln�ets� i uslovie (A), to �-metod budet F -permanentnym.

Fe�erom bylo pokazanno qto dl� polo�itel~nosti r�da

�n0
2

+

1X
�=1

�nk cos kt; �nn ! 0; n!1

dostatoqno vypolnenie uslovi�

��nk = �nk � �nk+1 � 0

�2�nk = �nk � 2�nk+1 + �nk+2 � 0:

t.e. vypuklost~ posledovatel~nosti �nk .
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Dl� togo qtoby rezul~tat Fe�era imel mesto i v sluqae finit-
nih metodov summirovani� (metody opredelennye matrice� f�nkg (k =
0; 1; . . .n; n = 1; 2; 3; . . . ), �sno qto i raznosti

�2�nn�1 = �nn�1 � 2�nn;

�2�nn = �nn

dol�ny byt~ polo�itel~nymi. Inymi slovami, posledovatel~nosti

�n0 ; �
n
1 ; �

n
2 ; . . . ; �

n
n; 0

i
�n0 ; �

n
1 ; �

n
2 ; . . . ; �

n
n; 0; 0

dol�ny byt~ vypuklymi.

Issledovanie ograniqennosti normy privodit k issledovani� in-
tegrala.

(4) kU�
nk =

2

�

�Z
0

jKn(t)jdt (n = 1; 2; . . . ):

V nasto�we� rabote my za�mems� dostatoqnymi uslovi�mi, nala-
gaemymi na ko�fficienty �nk , pri kotoryh norma kU�

nk, n = 1; 2; . . .
ograniqenna, pol~zu�ts~ razlo�eniem

�Z
0

jKn(t)jdt =

ÆZ
0

jKn(t)jdt +

�Z
Æ

jKn(t)jdt; 0 < Æ <
�

2

qto do sih por ne pol~zovalos~.

Tak kak

�Z
Æ

jKn(t)jdt = 0(1); 0 < Æ <
�

2
; n = 1; 2; . . . ;

pri oqen~ slabyh predpolo�eni�h, to my zanimaems� dostatoqnymi us-
lovi�mi dl� ko�fficientov �nn pri kotoryh integral

ÆZ
0

jKn(t)jdt; 0 < Æ <
�

2
; n = 1; 2; . . .

budet ograniqennym. Tem samym i norma kU�
nk, n = 1; 2; . . . tak�e budet

ograniqenno�. My poluqim dostatoqnye uslovi� ograniqennosti normy



68 Miodrag Ivoviq

kU�
nk, n = 1; 2; 3; . . . bolee slabye qem u�e izvestnye uslovi� takogo roda,

t.e. uslovi� bolee slabye qem vypuklost~ posledovatel~noste� �nk (k =
0; 1; 2; . . . ; n; n = 1; 2; . . . ). Krome togo, my poluqim i dostatoqnye uslovi�
F -permanentnosti �-metoda summirovani�.

Teorema. Pust~ dl� nekotorogo natural~nogo qisla r ko�fficienty
�nk (k = 0; 1; 2; . . . ; n; n = 1; 2; . . . ; �nn+1 = 0 dl� k > n) udovletvor��t
uslovi�m:

�nk�p � �nk+p # 0 dl� k = p; p+ 1; . . .n+ p;(I)
nX

k=0

j��nk j = 0(1); �n0 = O(1) (n = 1; 2; . . . );(II)

lim
n!1

�nk = 1; k = 0; 1; 2; . . .(A)

Togda uslovi�:

a) (I) i (II) dostatoqny dl� togo qtoby kU�
nk = O(1), n = 1; 2; . . . ,

b) (I), (II) i (A) dostatoqny dl� togo qtoby �-metod �vl�ls� F -permanen-
tniym.

Netrudno zametit~ qto uslovi� (I) i (II) bolee slabye qem vypuk-
lost~.

Dokazetel~stvo teoremy. Pust~ Æ qislo takoe qto pÆ < �
2 .

Normu kU�
nk napixem v forme

kU�
nk =

2

�

�Z
0

jKn(t)jdt =
2

�

0
@ ÆZ

0

jKn(t)jdt+

�Z
Æ

jKn(t)jdt

1
A =

2

�
(I1 + I2);

gde

I1 =

ÆZ
0

jKn(t)jdt I2 =

�Z
Æ

jKn(t)jdt

i

Kn(t) =
�n0
2

+

nX
k=1

�nk cos kt:

Ograniqennost~ normy kU�
nk mo�no issledovat~ pri pomowi ogra-

niqennosti integralov I1 i I2.
Ograniqennost integrala I2 sleduet iz preobrazovani� Abel� �dra

Kn(t), gde

I2 =

�Z
Æ

������
n
0

2
+

nX
k=1

�nk cos kt

����� dt =

=

�Z
Æ

�����
n�1X
k=0

(�nk � �nk+1)
sin
�
k + 1

2

�
t

2 sin t
2

+ �nn
sin
�
n+ 1

2

�
t

2 sin t
2

����� dt �
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(5) �
�

2
ln
�

Æ

 
n�1X
k=0

j��nk j+ j�nnj

!
:

Tak kak �nn+1 = 0, to (5) mo�no napisat~ v forme

(6) I2 �
�

2
ln
�

Æ

 
n�1X
k=0

j��nk j+ j�nnj

!
=

�

2
ln
�

Æ

nX
k=0

j��nk j;

v kotoro� prava� qast~ ograniqenna (�to sleduet iz uslovi� (II)),

Issledovanie ograniqennosti integrala I1 bolee slo�noe.

Tak kak pÆ < �
2 , to i sin pt � 0 dl� vseh t 2 [0; Æ] i po�tomu

(7)

Kn(t) sin pt =
�n0
2

sin pt+

nX
k=1

�nk cos kt sin pt =

=
�n0
2

sin pt+
1

2

nX
k=1

�nk [sin(k + p)t� sin(k � p)t] =

=
1

2
�n0 sin pt+

1

2

n+pX
k=p+1

�nk�p sin kt�
1

2

n�pX
k=�p+1

�nk+p sin kt =

=
1

2
�n0 sin pt+

1

2

n�pX
k=p+1

(�nk�p � �nk+p) sin kt�
1

2

n+pX
k=n�p+1

�nk�p sin kt�

�
1

2

pX
k=�p+1

�nk+p sin kt =
1

2

n+pX
k=p

(�nk�p � �nk+p) sin kt�
1

2

p�1X
k=�p+1

�nk+p sin kt:

Iz togo qto summu

�
1

2

p�1X
k=�p+1

�nk+p sin kt

mo�no vypisat~ v vide

(8)

�
1

2

p�1X
k=�p+1

�nk+p sin kt =
1

2

p�1X
k=1

(�nk � �n2p�k) sin(p� k)t =

=
1

2

p�1X
k=1

(�np�k � �np+k) sin kt;

to zamen�� (8) v (7) my poluqim

Kn(t) sin pt =
1

2

p�1X
k=1

(�np�k � �np+k) sin kt+
1

2

n+pX
k=p

(�nk�p � �nk+p) sin kt
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iz qego sleduet:

Kn(t) =
1

2 sin pt

p�1X
k=1

(�np�k � �np+k) sin kt+
1

2 sin pt

n+pX
k=p

(�nk�p � �nk+p) sin kt:

Esli oboznaqim

S1 =
1

2 sin pt

p�1X
k=1

(�np�k � �np+k) sin kt

S2 =
1

2 sin pt

n+pX
k=p

(�nk�p � �nk+p) sin kt;

to �dro Kn(t) mo�no napisat~ v vide

(9) Kn(t) = S1 + S2

Summa jS1j ograniqenna pri t 2 [0; Æ]. �to sleduet iz togo qto

����� 1

2 sin pt

p�1X
k=1

(�np�k � �np+k) sin kt

����� � 1

2

p�1X
k=1

���np�k � �np+k
�� ����sin ktsin pt

���� �
�

1

2

p�1X
k=1

j�np�k � �np+kj;

po�tomu qto p koneqnoe natural~noe qislo, a ko�fficienty �nk ograni-
qenny.

Summa

S3 =
1

2 sin pt

p�1X
k=1

(�n0 � �n2p) sin kt

polo�itel~na i ograniqenna. E�e polo�itel~nost~ sleduet iz togo qto
�n0 ��n2p > 0 i sin pt > 0, t 2 [0; Æ], dl� vseh k = 1; 2; . . . ; p. Polo�itel~nost~
sumy S3 sleduet iz

1

2 sin pt

p�1X
k=1

(�n0 � �n2p) sin kt �
1

2

p�1X
k=1

(�n0 � �n2p) =
p� 1

2
(�n0 � �n2p):

�dro Kn(t) pri pomowi summ S1, S2 i S3 mo�no vyrazit~ v vide

(10) Kn(t) = (S1 � S3) + (S2 + S3):
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Perva� qast~ (S1 � S3) ograniqenna, tak kak S1 i S4 ograniqenny.
Esli oboznaqim

(11) S1 � S3 = Mp = Mp(t);

to i
ÆZ

0

jMp(t)jdt = O(1)

pri vseh natural~nyh p.
Vtora� qast~ v (10) budet

S2 + S3 =
1

2 sin pt

n+pX
k=1

�nk sin kt;

gde ko�fficienty

�nk =

8><
>:

�n0 � �n2p; k = 1; 2; . . . ; p� 1;

�nk�p � �nk+p; k = p; p+ 1; . . . ; n� p;

�nk�p; k = n� p+ 1; n� p+ 2; . . . ; n+ p:

Iz togo qto my predpolo�ili qto �n0 # 0 i iz rezul~tatov �. Kara-
maty i M. Tomiqa [1] sleduet polo�itel~nost~ summy (S2 + S3), t.e.

S2 + S3 > 0 pri vseh t 2 [0; Æ]

Iz (10) pri pomowi (11) sleduet

Kn(t)�Mp(t) = S2 + S3 > 0 t 2 [0; Æ]:

Integriru� modul~ levo� qasti v (12), my poluqim

(13)

ÆZ
0

jKn(t)�Mp(t)jdt =

ÆZ
0

(Kn(t)�Mp(t))dt =

=
�n0 Æ

2
+

nX
k=1

�nk
k

sin kÆ �

ÆZ
0

Mp(t)dt;

a tak�e i

(14)

ÆZ
0

jKn(t)+(�Mp(t))jdt �

������
ÆZ

0

jKn(t)j � j �Mp(t)j)dt

������ =

=

������
ÆZ

0

jKn(t)jdt�

ÆZ
0

j �Mp(t)jdt

������ :
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Iz (13) i (14) sleduet

������
ÆZ

0

jKn(t)jdt �

ÆZ
0

j �Mp(t)jdt

������ �
�n0 Æ

2
+

nX
k=1

�nk
k

sin kt�

ÆZ
0

Mp(t)dt

t.e.

�
�n0 Æ

2
�

nX
k=1

�nk
k

sin kt+

ÆZ
0

Mp(t)dt +

ÆZ
0

j �Mp(t)jdt �

ÆZ
0

jKn(t)jdt �

�
�n0 Æ

2
+

nX
k=1

�nk
k

sin kt+

ÆZ
0

j �Mp(t)dt�

ÆZ
0

Mp(t)dt

i po�tomu

I1 =

ÆZ
0

jKn(t)jdt �
�n0 Æ

2
+

nX
k=1

�nk
k

sin kt+

ÆZ
0

j �Mp(t)jdt �

ÆZ
0

Mp(t)dt

Summa
�n0 Æ

2
+

nX
k=1

�nk
k

sin kt

ograniqenna na [0; Æ], qto sleduet iz preobrazovani� Abel�

(15)
�n0 Æ

2
+

n�1X
k=1

��nk

kX
v=1

sin vÆ

v
+ �nn

nX
v=1

sin vÆ

v
:

Iz togo qto

kX
v=1

sin vÆ

v
= O(1) pri vseh k i

n�1X
k=1

j��nk j = O(1); �nn = O(1); n = 1; 2; . . .

qto sleduet iz uslovi� (II), my poluqim ograniqnnost~ summy (15). Iz
ograniqenosti integralov

ÆZ
0

j �Mp(t)jdt;

ÆZ
0

Mp(t)dt



Ob ograniqenosti norm trigonometriqeskih mnogoqlenov i ih primenenii . . . 73

i ograniqennosti summy (15) sleduet ograniqennost~ integrala I1.

Tak kak integraly I1 i I2 ograniqenny, to i norma

kU�
nk =

2

�
(I1 + I2)

ograniqenna. Tem samym qast~ (a) teoremy dokazana.

Esli predpolo�im i uslovie (A), to metod summirovani� budet F -
permanentnym.
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